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RESUMEN

El presente trabajo aborda el problema fundamental de la
estabilidad en reguladores PID lineales aplicados a sistemas
lagrangianos, un area donde las pruebas de estabilidad asintdtica
global auin son un desafio abierto. Se presenta un analisis riguroso
para un péndulo de un grado de libertad, introduciendo una nueva
funcion candidata de Lyapunov. La novedad de esta funcién radica
en su estructura, que incluye términos de acoplamiento cruzado
normalizados. Mediante el Criterio de Sylvester, se derivan un
conjunto de condiciones algebraicas en forma de desigualdades
sobre las ganancias del controlador, las cuales garantizan la
estabilidad asintdtica global del punto de equilibrio en lazo cerrado.
El desempefio del sistema y la validez del andlisis se confirman a
través de resultados de simulacion, mostrando una convergencia
suave y sin sobre impulsos al punto de equilibrio.

Palabras Clave: Reguladores PID, funcion de Lyapunov,
estabilidad asintotica global, péndulo.

ABSTRACT

This paper addresses the fundamental problem of stability in linear
PID controllers applied to Lagrangian systems, an area where
proofs of global asymptotic stability remain an open challenge. A
rigorous analysis is presented for a single degree-of-freedom (DOF)
pendulum by introducing a novel Lyapunov candidate function.
The novelty of this function lies in its structure, which includes
normalized cross-coupling terms. Using Sylvester's Criterion, a set
of algebraic conditions in the form of inequalities on the controller
gains is derived, guaranteeing the global asymptotic stability of the
closed-loop equilibrium point. The system's performance and the
analysis’s validity are confirmed through simulation results,
showing a smooth, overshoot-free convergence to the equilibrium
point.

Keywords: PID regulators, Lyapunov function, global asymptotic
stability, pendulum.

1. INTRODUCCION

Hoy en dia los reguladores clasicos PD y PID son ampliamente
conocidos y los méas populares en el ambito de control
automatico; el esquema PID es el resultado de mejorar el
desempefio del control PD, significativamente en estado
estacionario, donde el error de posicidn no es cero, a este efecto
se le conoce como offset, lo cual hace que las variables de estado
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de la ecuacion en lazo cerrado (error de posicién y velocidad de
movimiento), no converjan al punto de equilibrio. Con la
finalidad de subsanar esta deficiencia, se incluye una nueva
variable de estado, determinada por la accion de control integral,
la cual tiene la finalidad de inyectar cierta cantidad de energia
mecanica, para disminuir el error en estado estacionario. Dicha
accion de control integral modifica el estado transitorio al igual
que la accion de control derivativo; sin embargo, su principal
beneficio se encuentra en el estado estacionario, disminuyendo
la magnitud del error de posicion. Un problema fuerte sobre
andlisis de estabilidad para el esquema PID lineal y que aun
persiste, es que no se ha podido probar la estabilidad asint6tica
global del punto de equilibrio de la ecuacion en lazo cerrado en
robots manipuladores de n grados de libertad (gdl) [1], [2], [3],
[4], [7]. En este trabajo se aborda como caso de estudio un
problema menor, pero no menos importante, sobre un sistema
dinamico de un gdl; se trata de construir una nueva propuesta
sobre la estructura de la funcion estricta de Lyapunov, que
facilite el analisis de estabilidad asint6tica en forma global. Si
bien existe en la literatura robots mas complejos como el péndulo
invertido o el esférico, en estos no se utiliza el criterio de
Sylvester para la demostracién de la funcién de Lyapunov [10],
[11], [12], [13], [14]. Cabe mencionar que La novedad de esta
funcién radica en la inclusion de términos de acoplamiento
cruzado normalizados por los términos (1 + §2) y (1 + €2).

2. MODELO DINAMICO DEL PENDULO
La estructura del modelo dindmico del péndulo es obtenida
tomando en cuenta la configuracién adoptada como un sistema
lagrangiano [5], [6], [7], el cual se muestra en la Figura 1. Para
llegar a la expresion final del modelo dinamico del péndulo se
usa la metodologia de Euler-Lagrange:

t=1,§ +bg +mgl.sen(q) 1)

donde:

e I, =mliZ +1,, esel momento de inercia del péndulo,
formado por el momento de inercia del rotor I,, del
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servomotor mas el momento de inercia de la barra
metélica ml2.

e m:masa.

e [.:centro de masa.

e g: constante de
(9.81m/seg2).

e b coeficiente de friccidn viscosa.

: posicion articular.

: velocidad articular.

: aceleracién articular.

aceleracion  gravitacional

Q: Q. Q

3. ESTRUCTURA DEL REGULADOR PID

En el caso del regulador PID se toma una estructura clésica
representada por la siguiente expresion [6], [7]:
t

T =k,q +kifq(a) do — k,q +mgl.sen(q) (2)
0

donde:

e k, € R, :ganancia proporcional.

e k; € R, :ganancia integral.

e k, € R, :ganancia derivativa.

e § € R es el error de posicién, definido como la
diferencia entre la posicién deseada q, y la posicion q
del péndulo (§ = q4 — q).

[ —eeemm—

Figura 1. Sistema dinamico lagrangiano péndulo.
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Tomando en cuenta la dinamica del péndulo de la expresion (1)
sin considerar la friccion del sistema que depende de la funcion
signo y sustituyendo en (2) se tiene la siguiente relacion:

t

L,§ + bg + mgl.sen(q) = kp61+kifc7(a) do — k,q (3)

0
+mgl.sen(q)
Simplificando la relacién anterior y despejando a §:

t

1

= kpq+kifq(a) do — q(k, +b) (4)

P
0

Seleccionando las variables de estados adecuadas (g, g, €), se
tiene la siguiente representacion matricial:
. —q 1
d|d 1. .
—|g| = |+ [kpd + kie — (k, + D) ] (5)
dt . L,

q
Donde la variable de estado de la accidn integral es € =

k; fotq(a)da + €(0), siendo €(0) su respectiva condicion
inicial.
Cabe destacar que en dicha integral fot G(o) do, desde el estado

transitorio influye en el calculo del area bajo la curva del error,
mientras que, en el estado estacionario, dicha contribucidn tiende
a una constante k (diferente de cero), debido a la disminucion
del error de posicion.

Observe que en la ecuacién en lazo cerrado (6) el punto de
equilibrio [§, ¢, €] = [0,0, k] no corresponde al origen [0,0,0] de
las variables de estado; dado que el andlisis de estabilidad de
Lyapunov se formula canénicamente en torno al origen, se hace
un traslado hacia este, para esto se define una nueva variable de

estado, la cual se encuentra definida de la siguiente manera:
t

é=Jq(a) do=€(t)—k (6)

0
Al momento de calcular la derivada temporal de la ecuacion
anterior se obtiene:

a, s
ae—e(t)—q @)

Por lo que la representacién matricial de la ecuacion de lazo
cerrado entre el péndulo y el regulador PID es:

3 0 -1 07
L A I L R |
dt| I, L, L||?

1

l @)
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4. FUNCION CANDIDATA DE LYAPUNOV

En esta seccién se desarrolla el correspondiente andlisis de
estabilidad asintdticamente global del punto de equilibrio de la
ecuacion en lazo cerrado (8). Para esta finalidad, se propone una
funcion candidata de Lyapunov, tal que permita cumplir con
dicho objetivo; para esto se disefia de la siguiente forma. Su
estructura corresponde a términos cuadraticos de cada una de las
variables de estado, mas productos cruzados entre las variables
de estados y normalizados de manera conveniente.

La composiciéon de términos cuadraticos corresponde a los
elementos de la diagonal principal de la matriz que se obtiene en
la representacion matricial de la funcién cuadratica, también se
pueden ver los términos cruzados que estaran presentes en el
resto de los elementos de la matriz.

I T T e,
V(3,4.6) =5h,q" +5kpq" + 5 ki€
1,44 1,éq ©)

Ipgé |
114 g2 1+§?

—|a
01 4 ¢2

+ a,

Donde: a,, @,, @, € R, son constantes positivas que tienen la
finalidad de auxiliar en el desarrollo matemético del andlisis de
estabilidad, y Gnicamente se requiere demostrar la existencia de
cada constante, pero no es necesario conocer sus valores
numericos, puesto que no se requiere en la estructura del PID (2).

La funcion (9) debe ser definida positiva, su analisis se realiza a
través del criterio de Sylvester a través de su representacion
matricial:

—_

q
V@ao=51a q é]PH (10
é

donde P es una matriz simétrica con los siguientes elementos:

k _I_p a _[_p a
P 21+ g2 21+ §2
p = _ b ks _bh_a
21+ G2 ! 21+ é2 (11)
_hw b % I
| 21+ g2 21+4¢2 P

El criterio de Sylvester establece que dada una funcién
cuadratica con la siguiente estructura V(x) = x” Px donde P es
una matriz cuadrada P € R™", (en este caso n = 3), debe
satisfacer lo siguiente :[7]

e La matriz P presente en la funcién cuadratica (9) se
obtiene con la forma: V(x) = x"Px, la cual debe
cumplircon P = PT .
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e EIl primer elemento de la matriz P € R™™ debe ser
positivo, p;; > 0.

e Todos los determinantes menores principales de la
matriz P € R™"™ sin excepcion deben ser positivos.

e Por Gltimo, el determinante principal de la matriz P €
R™ ™ tiene que ser positivo, esto es det(P) > 0.

Ahora se procede a emplear las condiciones anteriores para
demostrar que la funcion de energia propuesta es definida
positiva.

1) Primera condicion P = PT. Es evidente ver que la
matriz de la expresion (11) es igual a su transpuesta,
por lo que se cumple la primera condicion.

2) py; > 0;se puede notar que: k,, > 0.

3) Los 3 determinantes menores deben ser positivos:

Para el determinante de la submatriz con indices {1,2}:

h_a
21+32

k, -

k; (12)

L, «a 2
—kif — (= P2
= fepki ( 21+c72)

Debido a que el determinante deber ser positivo, se obtiene la
siguiente relacion:

4k, k; a,? 13
i _mt (13)
L, 1+4g?»
Para el determinante de la submatriz con indices {1,3}:
K I, a
L 21+g?
L, «
1% 1
-2z I
21+g? b (14)
L, « z
=i (-5rip)
21442
Obteniendo la siguiente relacion:
4k, ay? (15)

— >—= >0
L, (1 + g?)?

Por Gltimo, ara el determinante de la submatriz con indices
{2,3}:

I, a

) 22 I, «
214+¢€ =ki1p_(_?p 0

1+ ¢é2 v

&~

[\.)l-g""
)
<)
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Obteniendo la siguiente relacion:
4k; S > >0 7)
I, ~ (1+é?)?
Se puede apreciar que con las relaciones anteriores se demuestra
la existencia de las constantes a,, a4, ay; las cuales se encuentran
en un intervalo bien definido delimitado por una cota superior
constante. Con esto se demuestra también que cada uno de los
determinantes menores de la matriz P son definidos positivos.

4) EIl determinante principal de la matriz P debe ser
positivo, para esto se realiza lo siguiente:

El determinante principal es positivo si se cumple la siguiente
desigualdad:

k1,2 a2 L3 a2
det(P) = kyk;I, — - e ___ P __ 2
(P) ptp 4 (1+6€%)?% 4 (1+g?>):? (18)
_E Aoy _ kilp?  a,? >
4 (1+82)(1+¢%)? 4 (1+¢%)?

Realizando las correspondientes operaciones se llega a la
siguiente expresion:
4kpki> ay? +k_p ay?
1102 1+g%? I, (A+é2)?
Ao,y ki ay?
AT+t er LA+

(19)

Observando la ecuacion (19) se puede notar que comparte la
misma cota superior que la expresion (13), ademas el primer
elemento del lado derecho de la desigualdad en (19), es idéntico
a su homdlogo en (13). Tomando en cuenta esto se tiene la
siguiente relacién:

4 k; a,? k a,?
p21> 1 2"‘2 2+I_p1 0"22
L, A+g)* L, (1+é%)
A1y k; azz (20)
(1 + éz)(l +q3)? I, (1+g*)?
az
(1 + §%)?

Debido a que la expresion (13) est4 autocontenida en la ecuacién
(20) y debido a que las constantes ky, k;, I, ag, a1, @, € Ry
las variables se encuentran elevadas al cuadrado, se puede inferir
que siempre se tendran términos positivos, por lo que se cumple
la dltima condicion del criterio de Sylvester, entonces la funcion

(9).

La derivada temporal de la funcién de energia (9) se realiza de la
siguiente manera:
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V(34,6 = 2kiéq — (b + k,)g* — €qk,

(41

e

Y0 ez g (b + k,)éq

T1rei€ 1+ 22 v)€q
_ 44 .2 aOIpqz
1y e rd 2

1 ~ ay ~
- kg2 ——21 k.
1+€12 Pl T g

+ b +k,)qG+——

1)
2

I
1+~2 v

_ allpq a; qq
2 1+3? b
a,l,éq

1+q2

Donde se toman en cuenta las siguientes relaciones obtenidas de
la ecuacion lazo cerrado entre el péndulo y el regulador PID:

. [kpq +kié — q(k, +b)]

—q
q

[ ]
M. Q-
||

Y ademas se ha acotado la ecuacion (21) mediante las siguientes
) N
P _<ly £ <!
(1+42)2 ~ 4 (1+&2)2 4’
respectivos supremos.

relaciones los cuales son sus

La representacion matricial de la funcion obtenida adquiere la
siguiente estructura:
Y [
—51d 4 €élQ|q
é

Donde Q es una matriz simétrica a la que se han factorizado los
términos negativos y estd conformada por los siguientes
elementos:

V(@48 = (22)

* ¢ =2 ﬁ};

® (12 =P = __“11(:1(,,) :zj_;pz

o G =ps = TR

o G =2(btk, RS S T
. q23:_2ki_%_%_%ﬁ'

* g3 =2 1i22 k;

Observe que debido al signo negativo de la matriz Q, se necesita
demostrar que esta matriz es definida positiva, para que esto
implique que la derivada de la funcién propuesta es definida
negativa.
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1. La condicién Q@ = QT se cumple, en efecto se trata de
una matriz simétrica.
2. qq1 > 0; paraeste caso, se tiene la siguiente relacion:

ak,
2 23
1+ g2 23)

>0

Se debe recordar que anteriormente se habia definido a
las constantes aj k, € R, de tal manera que la
ecuacion anterior se cumple v§.

3. Los 3 determinantes menores principales deben ser
positivos. Para el determinante de la submatriz con

indices {1,2}:
q11 Q12| _ 4aik,b  4aik,k, B 2aga,k, 1,
q21 922 1+ G2 1+ §2 1+q2
dagaikyl, 4azk,l,

Tarea+re a+p?
2a2k,l, (b + ky)?

(24)
T+q2  (A+5)?
2a,0,(b + k)1, ail’
(1+g%»? 1+g»?

A partir del determinante menor se obtiene la siguiente relacién:

da.k,b  4aik,k,

1+¢*  1+¢q
2atkyl, 4agaqkyl,
1+§2 (1A+e)A+3>

2ia,(b + k)1, 2apaik,l, .
(1+g*)? 1+ g2 (29)
4atkyl, ai(b+k,)?
1+¢%* A+3%>?
ail,?
(1+¢%)?
=2
Multiplicando la expresion anterior por :Lf :
1'p
4k, b 4k, k 4ayk 2a,(b+ k
Ly pv>2a1kp_ 0};_ 2( sz)
L, L, (1+¢é?) 1+q ,
dark, a;(b+k,)
2 2
+ ozokp+1_|_q2 LAT) (26)
asl,
a;(1+4G2)

Para el determinante de la submatriz con indices {1,3}:
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q11 Q13| _ 2“0“1kikp _ a,gkzz)
q31 (]33 1+3>HA+¢é%) [1+¢€%)e
afk? @7
1+g»*

A partir del determinante menor y multiplicando por el término
(1+4%)(1+€2)

se obtiene la siguiente relacion:
Qo

agki(1+G%)
a; (1 + €2)

a k2(1+ €?)

xo

(28)

2Kk, >

Para el determinante de la submatriz con indices {2,3}:

d22 4agk;I,

qs32

_ 4a0kib 4aokikv
T14é2 7 142 (1+€2)2
2agk;1, 4agaqk;l,
14+é2 (1+éH)A+3G%
20004 k;l
o*1™ilp _4’ki2

1+ é?
day(b + kyk;  4azkil,

1+ é2 1+g2
2 2

ag(b + k)

2kl ey
2apay(b + kI,
A+ +3>

CI23|
433

(29)

agay(b + kI, 0(%1102
o 1+ée2 1+ g2)?
ail,’ i’
C1+q 4

A partir del determinante menor se obtiene la siguiente relacion:
4a0kib 4-a0kl-kv

1+é2 14 €2

S 4adkl, 2apaikil,
A+eé?  1+é
2agk;l, 4ayayk;l,
1+e Ta+e)d+a9)
4a0(b + kv)ki 4a2ki1p
1+€2 1+ g2

2 2
ag(b+k,)
+ 2a5k; 1, + W

20005 (b + k)L,
1+é5)A+g%»
aoay (b + kI,
* 1+ €2
ail,?  a3l,’?
14 G2 4
Ahora, multiplicando la expresion anterior por el término

+ 4k? +

(30)

aZl,?
(1+g3)?

1+82,

aolp
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4‘klb 4kikv 4a0ki 2 K 42 K N 4a1ki
— — 2a4.k; agk; + ——<
L, L, ~14+ez TN T (1442)
N 4k (1 + €% N 4(b + k,)k;
aol, L,
4a2ki(1 + éz) Zazki(l + éz)
ao(l + 672) (¢4} (31)
ap(b +k,)? 2a,(b+k,)
L,(1+ €é?) 1+ 3%
2 )
azl,(1 + €%)
b+k _
rebr k) Gy
a;l,(1+€%) ail,(1+€é?)
ay(1+ G2) da,

4, Para la ultima condicién a partir del determinante
principal de la matriz Q se obtiene la ecuacion (32),
donde en la seccion de anexos se tienen los factores
correspondientes a las nuevas variables introducidas,
estas sirven para poder tener una expresion compacta
ya que, el resultado final del célculo del determinante
principal conlleva un gran nimero de términos.

4k, —(NyI2k; + NyLykhe, + NoLkib + NykZk, + Nyk?b)

5 (32)

I D
P F(NealE + Nubpky + Nilpb) + 7 (ki(pki = Nyap) + ko N3k, + bNsk;,)

Con las desigualdades obtenidas a partir de todas las del criterio
de Sylvester se tienen las condiciones necesarias para poder
definir positiva a la matriz Q; por lo tanto, esto demuestra que la
matriz Q es definida positiva, lo que implica demostrar que la
derivada de la funcion de energia es definida negativa. Entonces,
gueda demostrado que el punto de equilibrio de la ecuacion en
lazo cerrado (8) es asintéticamente estable en forma global,
conforme el tiempo evoluciona hacia infinito.

5. RESULTADOS DE SIMULACION

A continuacidn, se describen los resultados de simulacién, que
consisten en mover el extremo final del péndulo desde la
posicion de casa (posicién inicial) hacia la referencia de 90°. La
sintonia de las ganancias se ha seleccionado para que la fase
transitoria de la ecuacion en lazo cerrado (8) no exhiba sobre
impulsos, no oscilaciones, alcanzando en estado estacionario
(converge al punto de equilibrio).

En la Figura (2) se tienen las gréaficas que corresponden a los tres
vectores de las variables de estado § ¢ €, con una
sintonizacion de la ganancia que toma los siguientes valores
nuUMericos:

0.87"M4x
A
e k, =03k,
e k; =001k,
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e m=5Kg

e 1,=001m

e g=9.81m/s?
e b=0.15

o I,=016

e TMX =15Nm

Se puede notar que para el caso de las variables de estado
correspondiente a ¢ y a ¢ se llega a converger al punto de
equilibrio como se habia planteado en la sintonizacién de las
ganancias; esto refleja el buen desempefio que presenta el
sistema analizado. Por Ultimo, para la grafica correspondiente a
la variable de estado €, esta converge no al valor cero como sus
homdlogas, si no que tiende a la constante positiva de integracién
la cual no es posible conocer su valor numérico a priori,
solamente hasta obtener los resultados de la simulacion. Cabe
destacar que el comportamiento de todas las gréaficas es suave y
no presenta sobre impulsos o comportamiento no deseado.

100 T T T T
o
<
g % X 66.835
o — Y 0.0177968
0 ! L ! L L e L B
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 t (S)
- . : T T
Z T~
52 ~— g
2 T X 94.325
c] T Y 0.132829
~o . . . . s e
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
€ t(s)
2000 T T PE—— T T ——
T X 934275
1000 b / Y 1933.42

0 I I L I L I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

t(s)

Figura 2. Simulacién del sistema de lazo cerrado.

6. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha demostrado exitosamente la estabilidad
asintética global del punto de equilibrio para un sistema pendular
controlado por un regulador PID lineal. El objetivo se alcanz6
mediante la propuesta de una funcion de Lyapunov no
convencional, cuya estructura con términos cruzados
normalizados fue clave para sistematizar el analisis. El resultado
principal de este andlisis es un conjunto de condiciones
suficientes, expresadas como desigualdades algebraicas, que
relacionan directamente las ganancias del controlador (k;, k,, k.,
) con los parametros fisicos del sistema. Estas condiciones no
solo prueban la estabilidad, sino que también sirven como una
guia para la sintonizacion del controlador.

Aungue el analisis se centrd en un sistema de un grado de
libertad, la metodologia aqui presentada establece una base
s6lida para abordar el problema abierto en sistemas mas
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complejos. Los trabajos futuros se enfocaran en extender esta
estructura de Lyapunov a robots manipuladores de n grados de
libertad y explorar su aplicabilidad en el disefio de nuevas leyes
de control no lineal, con el fin de mejorar el desempefio y la
robustez de los sistemas roboticos.
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8. ANEXOS

A continuacion, se presentan los valores correspondientes a las
nuevas variables auxiliares empleadas en el determinante
principal:
D=21+é)»31+g23
New = —( (4aga, + 6a,ay) + (8aga, + 18a;a,)é?
+ (4apa, + 18a,a,)é* + 6a,a,é°
+ (4aga, + 2a,a,)3 % + (8aya,
+ 6a,0,)E%G2% + (4aya,
+ 6a,0,)E*G % + 2a,a,€%G2)
Ngz = —((60ga, + 9aya5) + (12000, + 2704 5) €2
+ (60g0t, + 270,0,)E* + 9o o, €°
+ (Bayay + 6040,)G 2
+ ooy + aq0,)F *
+ (1600, + 180, a,)é%G 2
+ (4aga, + 30q0,)E%G 4
+ (Bapa, + 18a;0,)€4G 2
+ Rogoy + 30,0,)€4G * + 60, 0,€%G 2
+ 0, 0,€%G 1)
Nix, = (4aoay — 4apa;g 2= 8apa1G*) + (4o,
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