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RESUMEN.

El presente trabajo se realiza un analisis de similitud entre la
solucion de Blasius para flujo sobre una placa plana, y la solucién
de Poiseuille para flujo entre dos placas planas paralelas. Se
emplearon métodos computacionales para resolver las ecuaciones
de gobierno del flujo de Poiseuille, variando la separacion entre las
placas de 1 a 1000 metros; para cada simulacion realizada, se evalu6
el cociente entre la capa limite hidrodindmica y térmica, variando
el nimero de Prandtl de 10 a 400. El andlisis de similitud se realiza
de dos formas: por un lado, se ajustan los datos nhuméricos a una
curva para evaluar la tendencia de éstos, y segundo, se evalla la
distancia euclidiana entre la solucion numérica de Poiseuille y la
solucion de Blasius. Se concluye que la soluciéon de Poiseuille se
acerca a la solucion de Blasius cuando la separacion entre las placas
tiende a infinito.

Palabras clave: Solucién de Blasius, solucién de Poiseuille, capa
limite, dindmica de fluidos computacional.

ABSTRACT.

This work shows a similarity study between Blasius solution for
flow over a flat plate, and Poiseuille solution for flow between
parallel plates. Computational techniques were employed to solve
govern equations for Poiseuille flow, changing the separation
between plates from 1 to 1500 meters. For each simulation, the
quotient between thermal and hydrodynamic boundary layer was
evaluated, varying Prandtl numbers from 10 to 400. The similarity
analysis was made in two ways: first, numerical results were
adjusted to a curve to evaluate their tendency, and second, the
Euclidean distance between Poiseuille and Blasius solution was
evaluated.

Keywords: Blasius solution, Poiseuille solution, boundary layer,
computational fluid dynamics.

1. INTRODUCCION

En sus inicios, la dinamica de fluidos era estudiada bajo la nocion
de “fluido ideal”, es decir, se consideraba a los fluidos como
medios no viscosos [1]. Si bien esta suposicion permite estudiar
una cantidad diversa de situaciones que involucran fluidos en
movimiento, se vuelve insuficiente cuando lo que se busca es una
descripcion més fidedigna del comportamiento de un flujo;
particularmente, los problemas surgen cuando se desea modelar
el efecto de no deslizamiento en las interfaces fluido-sélido, las
cuales dan lugar a gradientes de velocidad [2].

Fue hasta el afio 1904 que el fisico aleman Ludwig Prandtl
sugirié que, para nimeros de Reynolds suficientemente altos,
pueden delimitarse la totalidad de los efectos viscosos a una
region pequefia proxima a la interfaz fluido-solido, y fuera de la
cual el flujo puede considerarse como no viscoso [3]. A la
frontera entre ambas regiones del flujo se le denomina “capa
limite”, y a la region delimitada por ella se le llama “region de
capa limite”. Este enfoque probd ser de utilidad para modelar
matematicamente el flujo cercano a las interfaces fluido sélido,
pues dada la similitud entre las ecuaciones de transporte de
momento y energia, es posible extender el analisis propuesto por
Prandtl para asi definir conceptos tales como la “capa limite
térmico”, es decir, una region cercana a la interfaz fluido-sélido
donde los gradientes de temperatura son significativos [3]. La
definicion formal de capa limite, es la de aquella coleccion de
puntos en los cuales la velocidad (o temperatura si hablamos dela
capa limite térmica) es el 99% de la velocidad (o temperatura) de
la corriente libre [4].

El comportamiento de capa limite de un determinado flujo esta
definido por diversos factores, tales como la geometria de la
interfaz y las caracteristicas propias del flujo en la regién no
viscosa; generalmente, no es posible determinar de forma
analitica los pardmetros que describen esta region, y en dichos
casos se requiere recurrir a la experimentacién o a las técnicas
computacionales. Uno de los limitados casos en los cuales es
posible la obtencidn de una solucion analitica a las ecuaciones
de capa limite, es para un flujo unidireccional sobre una placa
plana; a la solucién de este caso se le denomina “solucién de
Blasius”, en honor al matematico Heinrich Blasius [5].

Si al caso anterior se le agrega una placa adicional, paralela y a
una determinada distancia de la primera, entonces éste se
trasforma en el problema de Poiseuille [6]; a diferencia del flujo
sobre una sola placa plana, el problema de Poiseuille no tiene
solucion analitica para los pardmetros que describen el
comportamiento de la capa limite, por lo que, a pesar de que ser
problemas que simple vista comparten una geometria similar,
poseen soluciones muy distintas. Sin embargo, la intuicion invita
a pensar que, entre mayor sea la separacidn entre las placas para
el flujo de Poiseuille, més similar serd la solucién de Poiseuille
a la de Blasius.
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Este trabajo se centra en mostrar la validez de esta hipoétesis, para
lo cual se emplean técnicas numéricas para estimar los espesores
de ambas capas limite para flujo de Poiseuille; se comparan estos
resultados con los arrojados por la solucién de Blasius.

2. FUNDAMENTOS TEORICOS
2.1. Solucién de Blasius para flujo unidireccional
sobre una placa plana
Se toman en cuenta las siguientes suposiciones:
e El flujo es laminar, incompresible y estacionario.
e El flujo incide sobre la placa con un angulo de cero
grados.
e El flujo ocurre Unicamente en direccion paralela a la
placa.
e El perfil de velocidad por fuera de la capa limite es una

constante U .

e No hay caidas de presion en direccion perpendicular a
la placa.

e Se cumple la condicién de no deslizamiento en la
interfaz entre el fluido y la placa.

e Los efectos viscosos en direccién paralela a la placa son
despreciables.

e Laplaca se mantiene a una temperatura constante T,

mientras que el fluido mantiene una temperatura T .

e Los efectos de la conduccién en direccion paralela a la
placa son despreciables.

El problema se ilustra mediante el esquema mostrado en la
Figura 1, donde la linea rosa representa la capa limite. Las

variables & y o, representan los espesores de las capas limite
hidrodindmica y térmica, respectivamente.

U, — U —

y B T U(wr) )8R
x 2

T, — T

Y= Ty [50)
#x b)
Figura 1 Flujo unidireccional sobre una placa plana. a) Capa
limite hidrodinamica. b) Capa limite térmica.
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Realizando un andlisis integral, tanto para el transporte de
momento, como para el transporte de energia, es posible obtener
la siguiente relacion entre los espesores de ambas capas limite:

0. _
O _prts : )
o)
donde Pr es el nimero de Prandtl del fluido, definido como:
C
Pr= % @

donde u es la viscosidad, C es el calor especifico a presion

constante, y K es la conductividad térmica [7].

2.2. Problema de Poiseuille

Se le denomina “flujo de Poiseuille”, a una clase particular de
flujo, el cual es inducido por presién (a diferencia del flujo de
Couette, que es inducido por arrastre), lo cual significa que el
movimiento del fluido se origina por la existencia de un
gradiente de presion [8].

Generalmente, el flujo de Poiseuille se encuentra confinado en
una tuberia o un canal; para este caso en particular suponga dos

placas planas paralelas a una temperatura constante T, , y entre
ellas, un fluido entra con un perfil de velocidad constante U0 a

una temperatura uniforme T, , tal y como se aprecia en la Figura
2.

Ji X [~ Longitud de entrada hidrodinamica

i

Longitud de entrada térmica
b)

Figura 2 Flujo entre dos placas paralelas. a) Perfil

hidrodinamico. b) Perfil térmico.

Para fines practicos, se supondra que el flujo es laminar,
incompresible y estacionario. Debido a la condicién de no
deslizamiento, la velocidad de las capas de fluido adyacentes a
las placas es nula; al mismo tiempo, las capas de fluido tienden
a frenarse entre si, debido a los esfuerzos viscosos. Este efecto,
junto con el principio de conservacion de masa, dan lugar a un
gradiente de velocidad a lo largo de la distancia que separa a las
placas. Algo similar ocurre con la temperatura del fluido, donde
debido a la diferencia respecto temperatura de las placas, ocurre
una transferencia de calor que da lugar a gradientes de
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temperatura a lo largo de la separacidn entre las placas. En ambos
casos, se tiene un comportamiento de capa limite, la cual divide
el flujo en dos regiones: una donde los gradientes (ya sean de
velocidad o de temperatura) son significativos, y otra donde
éstos son despreciables.

Ambas capas limite incrementan su grosor a medida que el fluido
avanza desde la entrada. Recorrida cierta distancia, la capa limite
hidrodinamica cubrird todo el dominio de flujo, y a dicha
distancia se le llama “longitud de entrada hidrodinamica™ [9]; se
dice entonces que el flujo estd hidrodindmicamente desarrollado,
lo que se refleja en que el perfil de velocidad adquiere un
comportamiento parabélico que permanece invariable en el eje
longitudinal (tal como lo refleja la Figura 2). De forma anéloga,
la distancia para la cual la capa limite térmica cubre la totalidad
del dominio de flujo, se le denomina “longitud de entrada
térmica” [9]; una vez el fluido han recorrido esta longitud, se dice
que el flujo esta térmicamente desarrollado, con lo cual, el perfil
de temperatura adquiere también un comportamiento parabélico
que es invariable a lo largo del eje longitudinal (ver Figura 2).
Las ecuaciones que rigen el comportamiento de un flujo de
Poiseuille con las caracteristicas descritas con anterioridad, son
las siguientes:

ou ov
—+—=0, €))
oX oy
ua_U+V6_U _—E-l- @4_@ (4)
Pl oy )T ax Ml T )
u@+v@ —_6_P+ 6_2\/4_@ (5)
PN oy ) oy Ml Ty )
2 2
oC, u§+v£ =k 2+2 : (6)
OX oy ox~ oy

donde U y V son las componentes horizontal y vertical de la

velocidad (respectivamente), P es la presion, T es la
temperatura, y o es la densidad. A dia de hoy, no se conoce una

solucidn analitica para las ecuaciones (3) a (6) en la longitud de
entrada (que es la de interés en este trabajo), por lo que se debe
recurrir a métodos numéricos para obtener una solucion.

3. DESARROLLO PRACTICO

3.1. Modelo matematico

Dado que la finalidad es comprobar si la solucién de Poiseuille
se acerca a la soluciéon de Blasius conforme incrementa la
separacion entre las placas, se resuelve mediante métodos
numéricos el problema de Poiseuille para distintos valores de
esta distancia. Las ecuaciones (3-6) modelan el flujo de
Poiseuille para cada uno de los casos; sin embargo, a fin de
facilitar el control de los distintos parametros de la simulacion,
asi como también la interpretacion de resultados, se opta por
resolver dicho sistema en su forma adimensional:
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donde los asteriscos indican que una variable es adimensional, y
Re es el nimero de Reynolds, definido matematicamente como:

V,

Re = PLcVe
U

donde L. y V_ son unalongitud y una velocidad caracteristicas

del sistema, respectivamente. Se elige como longitud
caracteristica a la separacion entre las placas, y como velocidad
caracteristica a la velocidad de entrada.

Para este trabajo se resuelven las ecuaciones (7-9) para valores
de 1,10,100 y 1000 metros de separacién entre las placas. Para
cada valor de esta distancia, se resuelve la ecuacion (10) para
nameros de Prandtl que van de 10 a 400.

: (11)

3.2. Geometria, mallay condiciones de frontera
Las ecuaciones (7-10) se resuelven sobre un dominio rectangular
de largo L y alto H, como se muestra en la Figura 3. Esta
geometria se discretiza con una malla estructurada compuesta de
elementos cuadrados.

L |

L1111l

Figura 3 Dominio computacional con mallado.

Las dos fronteras de largo L representan las interfaces del fluido
con las placas paralelas; para la velocidad, se aplica la condicion
de no deslizamiento en estas interfaces (es decir, se considera
nula la velocidad en dichas fronteras), para la temperatura, se
considera que ambas fronteras se mantienen a una temperatura

constante T, , y para la presion, se realiza una interpolacion de

primer orden tomando en cuenta los valores de la presién en los
dos nodos méas préximos a esta frontera en direccion
perpendicular.

Las dos fronteras de longitud H representan la entrada y
descarga de fluido, respectivamente. En la entrada de fluido, se
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definen perfiles de velocidad y temperatura constantes, definidos
con los valores U, y T, , en tanto que para la presion, se realiza

una interpolacion de primer orden similar a la empleada en las
interfaces fluido-sélido. Finalmente, para la descarga de fluido,
se asume que el flujo se desarrolla tanto hidrodinamica como
térmicamente, por lo que los gradientes de velocidad y
temperatura en esta frontera son nulos; por su parte, se define un
valor de cero para la presion en esta frontera.

3.3. Método de solucién y otros parametros

Las ecuaciones (7-10) se discretizan usando el método de
volimenes finitos, para transformar el sistema de ecuaciones
diferenciales en un sistema de ecuaciones algebraicas; para los
términos de conveccién, se emplea adicionalmente una
interpolacion corriente arriba de primer orden. Una vez
discretizadas las ecuaciones (7-9), estas se resuelven usando el
algoritmo SIMPLE, con coeficientes de relajacion de 0.5 para las
ecuaciones de momento, y de 0.0001 para la ecuacion de presion.
Obtenida la solucidn de las formas discretas de las ecuaciones
(7-9) se resuelve la forma discreta de la ecuacion (10) con el
método de Jacobi, empleando un coeficiente de relajacién de 0.1.
3.4. Estimacién de los espesores de capa limite

El espesor de la capa limite hidrodinamica evaluando el valor de
la velocidad a lo largo de distintas ubicaciones de la placa
inferior, y buscando la altura a la cual la velocidad es igual o
mayor al 99% de la velocidad en la altura media entre las placas.
Un criterio similar se emplea para estimar el espesor de la capa
limite térmica, s6lo que se evallan los valores de la temperatura

. .0
en lugar de los de velocidad. La razén 7 5 se calcula en el

primer nodo mas préximo a la entrada de fluido, para distintos
ntmeros de Prandtl.

4. RESULTADOS Y DISCUSION
La Figura 4 muestra una gréafica que compara el comportamiento

del cociente 5% respecto al nimero de Prandtl, para cada una

de las distintas separaciones de placa. Dichas gréaficas son

. 0. -
comparadas con el valor del cociente T S indicado por la

ecuacion (1).
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Capa limite hidrodinamica y térmica
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Figura 4 Comparacion de las soluciones de Poiseuille y de
Blasius para distintas separaciones de placa.

Cualitativamente, se observa que, entre mayor es la separacion

. 0. L
entre ambas placas, el cociente T 5 Para la solucion de

Poiseuille tienden a acercarse a la grafica definida por la
ecuacion (1). La evaluacion de la similitud entre ambas
soluciones se lleva a cabo de acuerdo con dos criterios: uno de
forma (se evalUa qué tan bien se ajustan los datos numéricos de
la solucién de Poiseuille a una curva con la forma de la ecuacién
(1)), y uno de distancia numérica (se evalla qué tanto difieren
numéricamente la solucién numérica del problema de Poiseuille
y la solucion de Blasius).

Para analizar la similitud de forma, se emplea un ajuste por
minimos cuadrados de los datos numéricos de la solucidn de
Poiseuille. Se define la funcién Q, como curva base para llevar

a cabo el ajuste:
1
Q.(Pr)=APr *+B, (12)

donde A es el parametro a determinar. Para medir la calidad del
ajuste se emplea el coeficiente de determinacion R? , definido

de la siguiente forma:
2.(Q = Qa(Pr ))2
R2 =1— i=1 ’

> (@-Q)

i=1

(13)
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donde Q, representa cada uno de los valores numéricos

obtenidos previamente para el cociente 5%, Q.(Pr)

representa el mismo cociente, pero dado por la ecuacion (12), Q
es el promedio de todos los datos numéricos, y N es el nimero

total de datos numéricos. R? puede tomar valores entre 0 y 1,
siendo muy cercano a 1 cuando el ajuste es de calidad, y cercano
a cero cuando ocurre lo contrario.

La Tabla 1 muestra los parametros A y R? para cada una de
las separaciones entre placas.

Tabla 1 Parametros del ajuste por minimos cuadrados para cada
separacion entre placas.

Separacion A B R2
entre placas
(m)
1 4.7627 0.7241 0.9816
10 2.6257 0.6078 0.9919
100 2.6430 0.1610 0.9604
1000 1.9537 -0.0370 0.9877

Dado que los valores de A y B se acercana 1y a0 entre mas
se separan las placas, se puede inducir que para distancias mas
grandes, las ecuaciones (12) y (1) son muy similares. Ademas,

observando que los valores de R?son en todos los casos
cercanos a la unidad, se deduce que ciertamente los datos
numeéricos para la solucion de Poiseuille se ajustan bastante bien
a una curva de exponente fraccionario y negativo, con lo cual su
tendencia si sigue la forma de la ecuacion (1).

Para evaluar la diferencia numérica entre ambas soluciones, se

7 2 . -z . .
emplea el parametro L°, conocido también como distancia
euclidiana. Dicho parametro se define en un espacio
bidimensional de la siguiente manera:

(14)

donde, P, y Q; representan las coordenadas de dos puntos

P(p,, p,) vy Q(q,,q,) . Eneste caso, se evalta Ginicamente la

diferencia entre el cociente 5% dado por la ecuacion (1), y el

valor del cociente determinado por los resultados numéricos. Los
resultados de la distancia euclidiana méxima, minima y
promedio se muestran en la Tabla 2 para cada valor de
separacion entre placas.

Tabla 2 Diferencia entre el cociente ‘ST/(s de la solucién de
Poiseuille y la solucion de Blasius.
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Separacion entre |2 L2
placas (m) max min
1 2.3138 1.2257
10 1.3358 0.7843
100 0.8516 0.3380
1000 0.3999 0.0761

Se observa que la distancia numérica entre ambas gréficas tiende
a reducirse conforme aumenta la separacion entre las placas, con
lo cual se puede inducir que entre mayor es la separacién de las
placas, menores seran las distancias euclidianas entre los datos
numéricos y la ecuacion (1).

5. CONCLUSIONES
Tal como se hizo patente en la seccién introductoria, se
comprobé la suposicidn de que la diferencia entre las soluciones
de Poiseuille y de Blasius disminuye conforme la separacion
entre las dos placas crece. Los resultados numéricos de la
solucion de Poiseuille ciertamente muestran, en términos
geométricos, una tendencia bastante similar a la mostrada por la
solucién de Blasius; y esta tendencia se muestra mas marcada
entre mayor es la separacion entre las placas para flujo de

. . P z 2
Poiseuille, tal y como se comprobé con el parametro R“, cuyo
mejor valor se obtuvo para la altura mas grande evaluada, que

fue de 1000m. También, a través del pardmetro L?, se mostr6
que las distancias entra las curvas de datos numericos, y las curva
de solucion del problema de Blasius se reducen con el aumento
de la separacion entre placas para flujo de Poiseuille; de igual

manera, los mejores valores de L* se obtuvieron para la
separacion de 1000m. Se puede concluir que la solucion de
Poiseuille se acerca a la solucion de Blasius cuando la separacién
entre las placas tiende a infinito.

Ciertamente esto tiene implicaciones précticas, pues este
gjercicio es til para validar los cddigos de dinamica de fluidos
computacional desarrollados por cuenta propia. Si se simula un
flujo de Poiseuille entre dos placas planas y paralelas, y se
muestra que al aumentar progresivamente la separacion las
placas la solucién de Poiseuille tiende a la solucién de Blasius,
se puede decir que el cédigo esta bien implementado.
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