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RESUMEN.

El presente trabajo muestra el desarrollo de un programa para
resolver de forma numérica las ecuaciones de Navier-Stokes para
flujo de Poiseuille en régimen laminar de un fluido incompresible.
Se empled para ello una discretizacién en volimenes finitos del
dominio, asi como el algoritmo SIMPLE para resolver el sistema
de ecuaciones resultante de dicha discretizacion.

Los resultados fueron contrastados con la solucion analitica al
problema de Poiseuille, con una relacion experimental para la
determinacion de la longitud de entrada, y también con resultados
arrojados por ANSYS FLUENT, concluyendo en los tres casos que
la solucion arrojada por el programa desarrollado es valida.
Palabras clave: volumen finito, solucion numérica, dindmica de
fluidos

ABSTRACT.

In this paper, the development of a software for obtaining a
numerical solution to the Navier-Stokes equations is shown for the
case of Poiseuille flow in laminar regime, and for an
incompressible fluid. A finite volume discretization for the domain
was used, as well as the SIMPLE algorithm for solving the
resultant system of equations.

The results were compared to the analytical solution of the
Poiseuille problem, to an experimental relation for determining
the entrance length, and to the results showed by ANSYS
FLUENT, concluding in all cases that the solution of the software
is valid.

Keywords: finite volume, numerical solution, fluid dynamics.

1. INTRODUCCION

Historicamente, el disefio en ingenieria ha debido sobreponerse
a las dificultades involucradas en el estudio de fenémenos de
gran complejidad, haciendo uso de una serie de conocimientos
tanto cientificos, como empiricos. El enfoque mas
tradicionalmente empleado es de la experimentacion, con la
cual se realizan pruebas sobre un prototipo en condiciones
similares a las que estard sometido el dispositivo que se desea
disefar; los resultados de estas pruebas permitiran determinar la
eficacia y la eficiencia con la que el dispositivo cumplird sus
funciones, asi como su capacidad para resistir condiciones
adversas [1].

Con el pasar del tiempo, la creciente necesidad de preservar los
recursos naturales ha impulsado que la filosofia del disefio
ingenieril se oriente hacia la optimizacién [1]. Lo anterior
requiere evaluar el desempefio de distintos disefios para un
mismo dispositivo bajo las mismas condiciones, a fin de poder
elegir la mejor opcion; lograr esto mediante el uso exclusivo de
la experimentaciéon conlleva varios inconvenientes, entre los
que destacan:

» El nimero de pruebas necesarias para determinar el disefio
Optimo puede ser muy grande, lo que implica gastos
econdmicos y de tiempo considerables.

» Algunos aspectos del disefio no pueden ser estudiados con
facilidad por métodos experimentales, ya sea por cuestiones de
escala, de accesibilidad, de medicion o de tiempo.

Estos problemas han propiciado la bisqueda e implementacién
de otras alternativas que complementen los resultados
experimentales y faciliten las labores de optimizacién en el
disefio; una de estas alternativas es recurrir a los modelos de la
fisica tedrica [2]. EI comportamiento de un fendmeno puede ser
descrito mediante una serie de principios fisicos elementales,
tales como los de conservacion y balance; de estos principios se
derivan ecuaciones matematicas que relacionan algunas
propiedades de interés, asi como también muestran la evolucién
de éstas en el tiempo y en el espacio. Puede emplearse esta
informacién para hacer predicciones sobre el desempefio de
alguna propuesta de disefio, a su vez que se eliminan muchas de
las barreras de los métodos experimentales.

Si bien muchos de los modelos matematicos con relevancia
practica son inabordables por medios analiticos, los avances en
computacion de las Gltimas décadas han provisto a la
humanidad de equipos con una gran capacidad de célculo, lo
cual permite que la obtencidn de una solucién numérica de
estos modelos sea una tarea relativamente sencilla [3]. La
industria actual demanda cada vez mas de herramientas
computacionales para la simulacion de fenémenos fisicos
(normalmente conocidas como Ingenieria Asistida por
Computadora, o CAE por sus siglas en inglés), con lo cual,
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todo ingeniero que pretenda incursionar en el disefio debe
poseer conocimientos en este campo.

Una de las ramas de la fisica e ingenieria en la que las
herramientas CAE han adquirido gran relevancia, es en la
dindmica de fluidos. Casi la totalidad de los fendmenos
abarcados en el estudio de esta rama se rigen por los principios
de conservacién de masa y de cantidad de movimiento; ambos
principios se traducen al lenguaje matematico como un sistema
de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, que, para el
caso de un fluido newtoniano, se conocen como las ecuaciones
de Navier-Stokes [2]. Si bien, la solucion analitica de estas
ecuaciones se limita a geometrias simples y casos donde se
eliminan los términos no lineales, el empleo de herramientas
computacionales permite la obtencion de una solucion
numeérica para éstas, lo que extiende su campo de aplicacién a
casos de interés practico en la ingenieria, tales como el disefio
de méaquinas y sistemas hidraulicos, asi como los anlisis de
aerodinamica [4].

De entre las aplicaciones mas importantes de la dinamica de
fluidos, se encuentra el estudio de flujos del tipo interno, entre
los que destaca el flujo de Poiseuille. Este consiste en un flujo
bidimensional a través de un canal confinado por dos
superficies paralelas, donde, tras cierta distancia recorrida
(conocida como longitud de entrada), la distribucién de
velocidad adquiere un perfil parabdlico a lo largo del eje
transversal [5]. Si bien las herramientas CAE no fungen
sustituto de las pruebas experimentales, sino mas bien como un
complemento de éstas, el empleo de alguna herramienta
informatica puede optimizar el estudio de fendmenos
relacionados con el flujo interno, en cuestiones tales como la
determinacion de la longitud de entrada, calculo de caidas de
presion, e inclusive fendmenos relacionados con la
transferencia de calor.

El presente trabajo muestra el desarrollo de un programa para la
resolucion de las ecuaciones de Navier-Stokes para flujo
incompresible de Poiseuille en régimen laminar, que podra ser
empleado a futuro para facilitar el estudio de los fenémenos
relacionados a esta clase de flujo.

2. MARCO TEORICO

2.1. Introduccion al problema de dinamica de fluidos
En el analisis clasico del movimiento de los fluidos, se asume
gue éstos son un conjunto de infinitas particulas limitadas a una
region del espacio, y entre las cuales no existen
discontinuidades (se asume al fluido como un medio continuo);
lo anterior permite que la descripcion matematica de las
propiedades del fluido pueda llevarse a cabo mediante
funciones continuas.

Bajo la hipdtesis del medio continuo, los fendmenos estudiados
por la mecénica de fluidos pueden describirse a partir de los
principios de conservacion de masa y de cantidad de
movimiento. Cuando el fluido en cuestion es Newtoniano, estos
principios dan como resultado las ecuaciones de Navier-Stokes
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Estas ecuaciones permiten modelar matematicamente muchos
problemas practicos de la mecénica de fluidos. Para fines de
este trabajo, pueden modelar el flujo de Poiseuille, que es una
simplificacion bidimensional del flujo a través de tuberias o
canales, tal y como se muestra en la Figura 1.
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Longitud de entrada L, Regidn de flujo completamente desarrollado

Figura 1 Flujo a través de una tuberia.

Notese como el flujo se divide en dos regiones: la region de
capa limite (donde los efectos viscosos afectan el perfil de
velocidad a lo largo del diametro de la tuberia), y la region
irrotacional (donde el perfil de wvelocidad permanece
fundamentalmente uniforme). La capa limite aumenta su
espesor conforme el fluido avanza por la tuberia, hasta llegado
un punto donde ésta abarca toda la region de flujo; se dice
entonces que el flujo estd completamente desarrollado, y méas
alla de este punto el perfil de velocidad es parabdlico e
invariante a lo largo del eje longitudinal [5]. Por otro lado, a la
longitud en la cual el flujo se encuentra en desarrollo, se le
conoce como longitud de entrada, y para flujo laminar se puede
determinar mediante la expresion [5]:

L, ~0.05ReD. 3)

Las ecuaciones de Navier-Stokes tienen solucién analitica para
el flujo completamente desarrollado; dicha solucién es la
siguiente:

- 6u 6uU -
v(y) = —§y2+3y i, (4)
P(x) = _1é€u X+PR,. (5)

La solucién anterior sirve como referencia para la validacién de
los resultados numéricos obtenidos.

2.2. Método del volumen finito

El método del volumen finito es un método de discretizacion
para la solucion numérica de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales. Parte de la idea de que, si cierta ecuacion
de transporte se cumple en un determinado dominio, entonces
la misma ecuacion debe cumplirse también en regiones mas
pequefias dentro de dicho dominio [1].
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Considérese un dominio limitado en una region plana y
rectangular como la que se muestra en la Figura 2.

Figura 2 Region plana rectangular..

Supdngase que sobre dicho dominio se cumple la ecuacion
general de conveccion-difusién de la propiedad de transporte

¢ [70:
V[( p\7¢) +VI{(pIV )= pk. (6)

Se divide entonces el dominio original en subdominios, tal y
como se muestra en la Figura 3.

y

Yn

Y3

Yz

Figura 3 Division del dominio en subdominios.
Ahora,

sobre cada subdominio se integra la ecuacion (6):

jVE(p\7¢)dV+ [Vi(prvg)av = [ pkav. )
Vi Vi Vi

A partir de series de Taylor truncadas al primer término, es
posible aproximar cada una de las integrales de la ecuacion (7)
en expresiones algebraicas:
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[ V(i) = 3(pW), S, ®

Vi m=

4
[ VI(PTVg)dV =3 (pV§), S, ©
V. m=1

[ pkav = (pk), Vi - (10)

Vii

Debido al truncamiento, el error de las aproximaciones

anteriores es del orden O(h?), con lo cual, el error se reduce

de forma proporcional al cuadrado de la longitud de cada celda.
De esta manera, se tiene una ecuacion por cada subdominio, y
por ende un sistema de ecuaciones, donde las incognitas son los
valores promedio de ¢ en cada subdominio. Tedricamente, la

solucién debe ser méas aproximada a la solucién real entre
mayor sea la cantidad de subdominios [1].

3. DESARROLLO PRACTCO

A fin de implementar la solucion numérica para las ecuaciones
de Navier-Stokes, se emple6 un sistema de coordenadas
cartesianas y se considerd la geometria bidimensional que se
muestra en la Figura 4.

Figura 4 Dominio de flujo.
Para flujo laminar incompresible de Poiseuille, las ecuaciones
de Navier-Stokes se reducen a las siguientes expresiones:

ou ov
—+—=0, (11)
ox oy
o, 0 ou ou P
—(u)+p=—(W)-p— —p—=——, (12
pax( ) pay( )—H= oy = @
P o, ., o o oP
—(wW)+p=—(V?)—p=——-p—=——. (13
oW (V) npg—pag = @)

Las condiciones de frontera se muestran en la Figura 5. La
frontera 1 representa la entrada del fluido, y se define un perfil
uniforme de velocidad en la direccion X. La frontera 2
representa la descarga del fluido, y esta colocada lo
suficientemente lejos del area de interés, a fin de poder suponer
que el gradiente de velocidad en dicha frontera es nulo; en esta
frontera se define también una presién de referencia de 0. Las
fronteras 3 y 4 representan las paredes de la tuberia, y en ellas
se cumple la condicion de no deslizamiento.
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Figura 5 Condiciones de frontera del problema.

La discretizacién del

dominio se realiz6 con elementos
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distintos didmetros de tuberia y distintas velocidades de
entrada. En este trabajo s6lo se muestra el caso de una tuberia
con un didmetro de 15cm, y una velocidad de entrada de
15cm/s.

Velocidad x Velocidad y

rectangulares, tal y como se muestra en la Figura 6.

Figura 6 Malla numérica.
Se discretizaron las ecuaciones (8), (9) y (10), empleando la
técnica de los volimenes finitos descrita anteriormente. Para la
solucion del sistema de ecuaciones resultante, se empled el
algoritmo SIMPLE, el cual se resume en el diagrama mostrado

en la Figura 7 [2].

Suposicion inicial del campo de
velocidad y presion

v
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balance de momento

¥
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v
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Corregir los campos de
velocidad y presion

v

& Convergencia?

Figura 7 Descripcion del algoritmo SIMPLE
4. RESULTADOS Y VALIDACION
4.1 Resultados
Para fines del proyecto, se considerd en todos los casos las
propiedades de la glicerina a 20°C, asi como una tuberia de
50cm de largo. Se ejecutd la solucion del problema para
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Figura 8 Resultados obtenidos para una tuberia de 15cm de
diametro, 50cm de largo, donde fluye glicerina a 20°C, con
velocidad de entrada de 15cm/s.

4.2 Validacién

La validacion se realiz6 de tres formas distintas.

Primero se comparé la solucion numérica mostrada en los
resultados con la solucion analitica que se muestra en las
ecuaciones (4) y (5). Dicha comparacién se muestra en las
Figuras 9 y 10.

Perfil de velocidad a la descarga
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Figura 9 Comparacion del perfil de velocidad a la descarga, de
acuerdo con la solucion analitica y la solucién numérica.

143



REVISTA ELECTRO, Vol. 44 pp. 140-144, Oct 2022, Chihuahua, Chih. México

Presion

Solucion numérica
Solucién analitica | |

180 P
160 -
140 -

120

0 I
35 40

X

Figura 10 Comparacion de la caida de presion a lo largo de la
tuberia, de acuerdo con la solucién analitica y la solucién
numérica.

Ambas gréaficas estan casi sobrepuestas en cada imagen, la vista
auxiliar aumentada ayuda a apreciar mejor la diferencia entre

ambas.

La segunda forma de validar los resultados, fue comparando la
longitud de entrada segin la solucién numérica, y segln la
ecuacion (3). Para este caso en particular, la ecuacion (3) arroja
un resultado de 14.042cm para la longitud de entrada, en tanto
que la solucién numérica indica un valor de 12.88cm; el error
relativo es de 8.28%.

Por dltimo, se compararon los resultados arrojados por ANSYS
FLUENT con los obtenidos numéricamente. Dicha
comparacion se presenta en la Figura 11.

Figura 11 Comparacion de los resultados numéricos obtenidos,
y los arrojados por ANSYS FLUENT.
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Ambos mapas de contorno son muy similares, tanto en aspecto,
como en valores numéricos (con la diferencia de que ANSYS
FLUENT define la entrada de la tuberia como la frontera de
presion nula).

5. CONCLUSIONES

Las ecuaciones de Navier-Stokes para flujo laminar
incompresible de Poiseuille fueron resueltas de forma
satisfactoria por el programa desarrollado a lo largo del
presente trabajo. En flujo completamente desarrollado, la
solucién muestra un comportamiento parabélico muy similar a
aquél de la solucion analitica al problema de Poiseuille, por lo
que los resultados pueden considerarse validos para este
régimen de flujo.

A su vez, la solucidn arrojada por ANSYS FLUENT (el cual, al
ser un programa comercial, ya ha sido validado) muestra
resultados muy similares a los del software desarrollado en este
trabajo, tanto para el flujo en desarrollo con para flujo
completamente desarrollado, con lo cual, los resultados también
pueden considerarse validos desde esta perspectiva.

Las mayores discrepancias se observan en la prediccion de la
longitud de entrada de acuerdo con la ecuacidn (3). Aunque las
diferencias son, en algunos casos, notables, tampoco son lo
suficientemente grandes como para considerar que la solucién
numérica arrojada por el programa es poco realista. Dos
aspectos importantes deben resaltarse: primero, la ecuacion (3)
es una aproximacion que no deberia ser tomada como una
relacién exacta; segundo, el software considera una realidad
bidimensional, en la cual no se toma en cuenta la geometria
cilindrica de la tuberia real, lo que pudo haber contribuido a la
diferencia entre la ecuacion (3) y la solucién numérica.

Se concluye que el objetivo del proyecto se ha cumplido.
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