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RESUMEN.

En este trabajo se desarrolla un nuevo algoritmo de control tipo
exponencial (capacitivo) con funciones hiperbdlicas, para el
control de posicion (setpoint control) de robots manipuladores de
n grados de libertad (gdl). Se aplica la funcién estricta de
Lyapunov, para demostrar la estabilidad asint6tica global del
punto de equilibrio de la ecuacién en lazo cerrado. Se comienza
con la demostracién de la existencia y unicidad del punto de
equilibrio, para posteriormente proponer la funcion estricta de
Lyapunov, la cual, debe satisfacer ser definida positiva.
Finalmente, al emplear el Teorema de Rayleigh-Ritz se definen las
cotas suficientes y necesarias que demuestran la estabilidad
asintdtica global del punto de equilibrio. Se implementa el
algoritmo propuesto para el caso del robot manipulador de 2
grados de libertad (gdl) y se compara con el control PD.

Palabras Clave: algoritmo de control, robot manipulador, funcién
estricta de Lyapunov.

ABSTRACT.

In this work, a new exponential (capacitive) control algorithm with
hyperbolic functions is developed for a robot with n degrees of
freedom (dof). The strict Lyapunov function is implemented to
demonstrate the global asymptotic stability of the equilibrium
point of the closed-loop equation. We begin with the
demonstration of the existence and uniqueness of the equilibrium
point, to later propose the Lyapunov’s strict function, which must
satisfy to be positive definite. Finally, by employing the Rayleigh-
Ritz Theorem, the sufficient and necessary bounds that
demonstrate the global asymptotic stability of the equilibrium
point are defined. The proposed algorithm is implemented for the
case of the manipulator robot with 2 degrees of freedom (dof) and
compared with the PD type control.

Keywords: control algorithm, manipulator robot, Lyapunov’s
strict function.

1. INTRODUCCION

Actualmente los robots manipuladores permiten acelerar,
mejorar y reducir costos de produccion en diversas areas, como,
la automotriz, farmacéutica, de alimentobs, etc., donde se
requieren procesos de soldadura, pintado, extraccion,
empaquetado, etc. Esto es posible implementando algoritmos
de control de alto desempefio que solucionan el problema de
control de posicién de robots manipuladores, el cual consiste en
colocar el extremo del robot manipulador en una posicién
deseada q, [1].

Matematicamente, el problema se describe como disefiar un
regulador t tal que la velocidad de movimiento q(t) vy el error
de posicién g(t) convergen asintéticamente a cero (al punto de
equilibrio) v t = 0, sin importar las condiciones iniciales ¢(0)
y 4(0) [2]. De manera que, se pueden proponer nuevos tipos de
algoritmos de control a partir de los diferentes tipos de control
fundamentales que existen, por mencionar: control proporcional
derivativo (PD), familia de controladores exponencial tipo
(PD), control seno hiperbolico, familia de controladores
hiperbdlicos, control tipo capacitivo, etc [3, 4].

La técnica de moldeo de energia permite disefiar una familia
extensa de esquemas de control, debido a que el problema de la
posicion de robots manipuladores sigue siendo un area extensa
de investigacién con problemas cada vez mas desafiantes. Se ha
convertido en una actividad cientifica permanente y sistematica
para disefiar nuevos esquemas de control de alto rendimiento
con varias aplicaciones potenciales [5].

El control lineal proporcional-derivativo (PD) es el mas simple
para lograr la regulacion de robots manipuladores. Este tipo de
control garantiza el objetivo de regulacion global [6]. Sin
embargo, éste control mantiene un error no nulo en estado
estacionario.

Por lo tanto, las principales contribuciones de este trabajo son,
demostrar formalmente la estabilidad asint6tica global del
punto de equilibrio para el sistema en lazo cerrado, empleando
la funcién estricta de Lyapunov evitando utilizar el Teorema de
Krasovskii-LaSalle. Por consiguiente, se realiza la comparacién
entre el control PD y el control propuesto, en simulacion y de
manera practica para el robot manipulador de 2 gdl. La
sintonizacion de las ganancias es obtenida a partir de conocer
las caracteristicas de par necesarias que permitan al robot
manipulador funcionar lejos de los limites de saturacion del
servomotor [7].

2. MODELO DINAMICO

Considere el modelo dinamico del robot manipulador de n gdI
con compensacion de gravedad. Formado con eslabones
rigidos, conectados por articulaciones libres de elasticidad en
cadena cinematica abierta:
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T=M@Q4+Cqq+ frq.feo)+ 9@
donde:

* g€ R™ es el vector de coordenadas generalizadas o posiciones
articulares.

*q € R™es el vector de velocidades articulares.

* 4 € R™esel vector de aceleraciones articulares.

* M(q) € R™™ es la matriz de inercia, la cual es simétrica y definida
positiva.

* C(q,q) € R™" es la matriz de fuerzas centripetas y de Coriolis.

* g(g) € R™es el vector de fuerzas o pares gravitacionales obtenido
como el gradiente de la energia potencial.
* fr(q.f.) € R™ es el vector de pares de friccion que incluye la
friccion viscosa, de Coulomb y estética (f;) de cada articulacion del
robot.

3. MOLDEO DE ENERGIA.
La técnica de moldeo de energia permite disefiar una familia
extensa de esquemas de control [2]:

T =VU(Kp, @) — fo(Ky, @) + 9(q)
donde:
e UK, q) >0 es la energia potencial artificial, el

término Vua(K,ﬁ)zj—aua(Kp,ﬁ) representa el

esquema de control y fisicamente es el moldeo de la
energia U, (K,, q) a traves del gradiente VU, (K, q),
el cual debe existir como funcién continua en g;
VU.(Kp, @) =0 & qg=0;, ademas, se debe
satlsfacer q'vVUu,(K,,q) > 0.

e K, € R™™ es una matriz diagonal definida positiva
conocida como ganancia proporcional (K, > 0,K, =
K;).

e K,€ R™™ es una matriz diagonal definida positiva
conocida como ganancia proporcional (K, > 0,K,, =
KD).

e g€ R™ es el vector de errores de posicion definido
como la diferencia entre la posicion deseada g, y la
posicion actual q(t), es decir: § = q4 — q(t).

e g(q) € R™es lacompensacion del par gravitacional.

e EIl término de accion de control derivativa f,(K,,q)
realiza la funcién de amortiguador o freno mecanico y
ademas satisface: q” £, (K,,q) > 0.

e Como caso particular del control proporcional
derivativo PD: t=K,q —K,q+g(q), la energia
potencial artificial U,(K,,q) tiene la siguiente
forma:U, (K, q) = ~TKq:,'V’ua(I('I,,,ii):

;—,qua(l(p,q)_ K,q, el freno mecanico vy

amortiguador f,(K,, q) = K,
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3.1. Lazo cerrado de control.
1)

La ecuacion de lazo cerrado que describe el problema de
control de posicion se encuentra combinando el modelo
dinamico del robot manipulador de n grados de libertad y la
estructura matematica del esquema de control por moldeo de
energia, cuya representacion general en variables de estados
(4, ¢)T esta dada por [8]:

-q

a[q]_
5[(’1] a [M‘l(tI)(V’Ua(K Q) — fo(Ky, @) — C(q,9) — Bq)

4. ALGORITMO DE CONTROL PROPUESTO
Considérese el siguiente algoritmo de control propuesto:

T = K, (I — ae~*h@)senh(§)
—K,(I — pe Feosh@)senh(q) + g(q)

donde:
e K, € R™™ esuna matriz diagonal definida positiva,

K, € R™"™ es una matriz diagonal defiida positiva,

I es la matriz identidad,

a 'y B son constantes definidas por el disefiador,

o (I—ae *osh@)senh(g) es la funcion de control
exponencial

e ylafuncion (I — Be Feosh@)senh(q) es la inyeccion
de amortiguamiento.

Las funciones se encuentran definidas respectivamente como:

—acosh(ql) 0 Senh(gl)
(1 — ae—acosh(q))senh(q) — [l _ [ . ) ]] senif(qz)
. qe—%cosh(dn) senh(dy,)
—acosh(qy) ... 0 -Senh(‘:h)
a- ﬁe_ﬁcosh(il))senh(q) _ ll _ [ae : 0 V ]] senfi(qz) (6)
0 ... qe—cosh(dn) Lsenh(d,)
donde:
1 - 0
I=1: =~
o -+ 1
4.1. Lazo cerrado de control

La ecuacién en lazo cerrado formada por el modelo dindmico
del robot de n grados de libertad ecuacion (1) y el control
exponencial de la ecuacion (4) puede ser expresada en términos
de variables de estado [g"g"]" de la siguiente forma:

T=M@q+Cq.D4+7Q+fr@qfe) =

K, (I — ae=®sh@)senh(q) — K, (I — Be‘ﬁCUSh(Q))Senh*eQ+ 9@
()
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d [ﬁ] — —4
aclgl — |M7H(q) (K, (I — ae™ @) senh(q)

—K, (I — pe Pt @)senh(q) — C(q,4)q — Bq)

donde el par gravitacional g(q) se elimina, resultando una
ecuacion de primer orden auténoma.

4.2 Andlisis del punto de equilibrio

Para llevar a cabo el analisis de existencia y unicidad del punto
de equilibrio [g"q"]" = [0T0T]" se toman en cuenta las
siguientes consideraciones:

e La primera componente de la ecuacion en lazo cerrado
—q=-1g=0c q=0>q(t) = cte. deseada, ya
que la matriz identidad I € R™™ es una matriz
definida positiva.

e Para la segunda componente de la ecuacion (8) la
matriz de inercia M(q) es una matriz definida
positiva, y su matriz inversa existe M(q)™' y es
definida positiva.

e Por disefio la ganancia proporcional K, es una matriz
diagonal definida positiva y la ganancia derivativa K,
es una matriz definida positiva.

e Debido a que la primera componente de la ecuacién
enlazo cerrado —q =0 € R™ la matriz de fuerzas
centripetas y de Coriolis C(q,q) =0 € R™™,

e Puesto que g=0 € R™, entonces la funcién
disipativa f,(K,, q) = K,(I — Be Bt @)senh(q)
=0 © g = 0 yaque senh(q) = senh(0) = 0.

e Finalmente para:

VU, (K, §) = Kpy(I — ae™*°sh@)senh(q) se tiene
que: 0 <1 — q;e”%osh@) < 1 es definida positiva
ya que se considera0 < a <1, porlotanto 1 —a < 1.

5. FUNCION ESTRICTA DE LYAPUNOV
Considérese la siguiente funcion estricta de Lyapunov [2, 9]:
sy 1 : ~ "M@q
V@D =59"M@§ + UK, @) — €700
donde

* El primer término es una funcion definida positiva
debido a que en la energia cinética, la matriz de inercia M(q)
es definida positiva.

+ El segundo término U(K,,q) es la energia
potencial artificial la cual es una funcién cuadratica del error de
posicion g y por disefio la ganancia proporcional K, es una
matriz definida positiva. Solo queda demostrar que A™®* ||
G 12> UKy, §) > A 11 G I2

Por moldeo de energia se tiene:
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vua(Kp,q)zf—qua(K,a), la funcion estricta de
Lyapunov es:

(8)

. ~ 1 . . 1 ~. T
V(g9 = EqTM(q)q +3 [\/cosh(@) + e-=o@ — 1 — e~ K, -

€ — T
x y/cosh(g) + e~ecosh@ — 1 —g=a — WO(I"[\/COSh(q) + gmacosh(@) — 1 — e‘“]
X M(Pq

Para demostrar que la funcidn V(q,q) es definida positiva se
reacomoda la estructura de la funcién y dado que ésta posee
una forma cuadrética, se tiene [10]:

(a —b)? — b? = a* — 2ab + b* — b?

donde:
1. .
a* =-q4"M(q)q
1+l
X
T
[\/cosh(§) + e~acosh@ — 1 — e~a] M(q)q
b2 =

2
(1+€|(|)ﬁ||) [{/cosh(q) + e~acosh@ — 1 — e-“JT
X M(q) [\/Cosh(’q) + e~cosh@ — 1 — ¢-a]|

Sustituyendo y factorizando las ecuaciones anteriores
en la funcién estricta de Lyapunov se obtiene:

V(g9 =
g - 2 feosh(@ + e @I @ 1= .
2 (1+gl)
XM(q)|q— L\/cosh(zi) 4 e-acosh(@ — 1 — g=a
A+l g 1)

1 — — T
+E\/cosh(q) + e~@cosh(@ — 1 — pg-a ...

2 —
X [Kp - (1:”‘;”)2 M(q)] Jcosh(@) + e~2cosh@ — 1 —e-@  (12)

La ecuacion (12) representa la forma completa de la funcién
estricta de Lyapunov, el primer término es una funcion definida
positiva debido a que en la energia cinética la matriz de inercia
M (q) es definida positiva y €, > 0. El segund@)cérmino es la
energia potencial artificial, también es una funcién definida
positiva con respecto al vector de error de posicion ¢, puesto
que Kp > 0. Se sabe que cosh(0) = 1. Por lo que la funcién
(10) evaluada en V(q,q) =V(0,0) =0, lo cual queda
demostrado a continuacion:

V@ g =0 © g=0,4=0; M(q)>0; K, >0

V(q.q) >0
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5.1. Derivada temporal de la funcién estricta de
Lyapunov

Ahora se procede a obtener la derivada temporal de la funcion
estricta de Lyapunov, a lo largo de las trayectorias de la
ecuacion de lazo cerrado (8). Sustituyendo el vector de
aceleracion ¢ de la ecuacién de lazo cerrado, se obtiene:

v(q, q) = —q"K,(I — Be P"@)senh(q) — 4"Bq —

- ;1 —acosh(@) — 1 — p-a| K .-
1+IIﬁII [\/cosh(q)+e ’ l1—e ] »
X (I —qe™ @ COSh("))senh(ﬁ) +

T
60 o~
- ;1 —acosh(q) — 1 — p—a| K, ---
1+ g1 [\/“’Sh("”e . 1-e ] v
x (I — pe=Peosh@)senn(q) —

T
€o [\[ N «cosh(@ ] T N
— - D—_1—e C , +
T+ q i cosh(§) + e 1-—e (9.9)q

0 acosh(@) — 1 — a] Bq +
1+” T [\/cosh(q)+e 1-e q

€o [ I — ae™*°sh@gsenh(g)
1+ q | JCOSh(ZD + e—acosh(@) — 1 —

aq] M(q)q -

€ — - T
+7|I?ill(1fl|7i|l)2 [\/cosh(q) + e—acosh@ — 1 — e—aJ
. — T R
X Q[\/cosh(’q) + e—acosh@ — 1 —e-a| M(q)q

A partir del Teorema de Rayleigh-Ritz, se obtienen todos los
limites superiores de los términos de la ecuacion (15).

e Para el caso de la matriz inercial de un robot

manipulador se sabe que || M(q)g < Ay Il gl
VvV q € R™; donde existe una constante § > 0 tal que
A <BVYqeR"

e Para el caso de robots provistos Unicamente de
articulaciones rotacionales, existe una constante k., tal
que:ll C(q, @z ISk g il z 1.

e La friccidn viscosa satisface que || Bq II<Il B llll g 1<
AZ gl

Finalmente se obtiene:
V(q, @) < - [ApnVR - 2R+ ek — oA —

AR g 12+ [1+.|q.|

€oB
2
i)
[+ 23] g g

1+IIqII

(16)

Expresando la desigualdad respecto a los estados y una matriz
Q se tiene:

V(g g <-

donde:

gl Q11 ‘hz] [” ql ]
gl q21 Q22111 q Il
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€0 min
q11 = g Ky
i €oB
G2z = BRIV + A" + eok €oltiiey ~ Lot
— — 1 max max
1z =921 = 3 1+||q|| [ v+ 25 ]

Finalmente se tiene:
V(a9 <0:>tlim [Z] S0 ER™VE=0

Por lo tanto, queda demostrado que existe un nimero ¢,
positivo que cumple con la desigualdad, dado que V(q,¢) > 0

yv(gq) <O0.

De tal modo, se demuestra estabilidad asintdtica global del
e -

punto de equilibrio [q] = [0]

6. SIMULACION DEL ROBOT DE 2GDL

Se aplica el algoritmo de control propuesto de la ecuacién (4)

para el robot manipulador de 2gdl. Los parametros de

simulacion del robot manipulador de 2gdl se muestran en la
tabla 1.

Tabla 1: Parametros de simulacién del robot de 2gdl.

Eslabén Significado Notacién (15) valor
Masa del eslabon 1 my 23.902 Kg
Longitud del eslabon 1 I 0.45m
1 Inercia del eslabén 1 L 1.266 Nmseg 2/rad
(hombro) Centro de maia del eslab6n L, 0.091 m
Coef. de friccidn viscosa by 2.288 Nmseg/rad
Masa del eslabon 2 m, 3.88Kg
Longitud del eslab6n 2 I, 0.45m
2 Inercia del eslabén 2 I, 0.093 Nmseg 2/rad
(codo) Centro de ma;a del eslab6n L, 0.048 m
Coef. de friccion viscosa 2 b, 0.175 Nmseg/rad
Aceleracion debida a la 2
gravedad g 9.81 m/seg

La sintonia de la ganancia proporcional se ha establecido a
partir de los pares maximos establecidos por 74,4, = 150NmM
Y Tomarx = 15NM. Y de conocer el error maximo de posicidn,
el cual ocurre cuando t = 0, como se muestra en la ecuacion
(22). Para la sintonia de la ganancia derivativa, se considera el
70% de la ganancia proporcional (ecuacién (23)), evitando
oscilaciones de amortiguamiento [2, 11].

< 0.8 Zmarx Tmalx
4(0)

Kv < 0.7k, (17)
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En la figura 1, se comparan las gréaficas de posicion articular
del PD respecto con el control propuesto. Se observa una
trayectoria similar, sin embargo, el PD tarda en llegar a la
posicion articular deseada apréximadamente 1.8 segundos mas
en comparacion con el control propuesto, siendo asi, que para
el caso de g, se tiene un tiempo aproximado de 4.453 segundos
en llegar a la posicion deseadas y para g, se tiene un tiempo
aproximado de 5.053 segundos en llegar a la posicion deseada.

Posicion articular en ° del control PD VS control Capacitivo-hiperbélico

a0 T T -
X 5.053 ¥ 6.835
¥ 90 ¥ 80
80 .
T0f .
60 .
gsof -
=
=
% ¥ 4.453 X6.213
240 Y 45 Y 45 1
B
a0 .
Etiquetas
20f e —
94 PD
94 Capacitivo
10 q,PD s
q, Capacitivo
G ' L L
0 1 2 3 4 5 6 7
i (segundos)

Figura 1.- Comparativa entre las posiciones articulares del control
PD y control Capacitivo-hiperbdlico, donde los tiempos en segundos
6.313y 6.835 corresponden a q, Yy q, respectivamente del control
PD;y 4.453y 5.053 corresponden a g, Y g, respectivamente del
control Capacitivo-hiperbdlico.

En la figura 2, se observa la evolucidon en el tiempo de los pares
aplicados para cada tipo de controlador, para la simulacion se
ha considerado T;,,4/x = 150NM Y 75,4, = 15NmM. En efecto,
los picos de par aplicado para ambos tipos de controladores se
encuentran dentro de los limites maximo, como es el caso de
7, = 120Nm para el PD y 7, = 121.1Nm para el Capacitivo-
hiperbdlico, mientras que 7, = 12Nm parael PDy 7, = 15Nm
para el Capacitivo-hiperbdlico.
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Par del control PD VS control Capacitivo-hiperbdalico

140
Etiquetas
120t L PO
L Capacitiva
Ty PO
‘lm 3 P
rzﬁapac.ﬂw
E
()
=
g 60
40 X 6037
¥ 28.49
20
X 5965
Y1289
0  —
a i 2 3 4 5 5] T
t (segundos)

Figura 2.- Comparativa de Par aplicado, para el control PD y para el
control capacitivo-hiperbdlico, en el robot manipulador de 2gdl.

El par aplicado en estado estacionario es de 7, = 28.49Nm y
T, = 1.292Nm. La evolucion del error de posicion se muestra
en la figura 3, de forma que para el tiempo t = 0 el error es de
45° y 90° para el hombro y codo respectivamente, dado que, se
tiene g, (0) = qq, — q(0) =45°—0°y 4,(0) = qq, —q(0) =
90° — 0°.

Error de posicion
an ; ; : :

Etiquetas
80 amar, PO

ol arrory Capacitivo i
amar, PO

amar, Capacitiva | J

o
(=]
T

error de posicion 7]
] L E o
(=] [= = =
. .

-

(=]
T
I

0 4 -
L] 1 2 3 4 5 L] 7
t (segundos )

Figura 3.- Comparativa del error de posicion en grados [°] entre el
control PD y Capacitivo-hiperbdlico.

El error en estado estacionario para el caso del PD en grados [°]
es:
_[1.8385%x 1073

1= 139331 x 10-3
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y para el control Capacitivo-hiperholico:

~ _[2.1234 x 107
8.385 x 107°

6.1. Norma L2

Una herramienta que se emplea para conocer el desempefio de
algoritmos de control, es la variante de la norma £,[f], mejor
conocida como rms|[f], representada en la ecuacion (26) [2]:

rms[f] = \/; Jy 1 F(9) I? dop < oo

Para este caso particular, [f] es sustituida por [g] el
error de posicion en coordenadas articulares.

En la tabla 2 se muestran los desempefios obtenidos
para cada caso:

Tabla 2: Comparativa de desempefio respecto al error de
posicion para el control PD y Capacitivo-hiperbdélico

indice de desempefio Controlador
0.40909 PD
0.4053

Capacitivo-hiperbdlico

7. CONCLUSIONES

Queda demostrado que el control Capacitivo-
hiperbdlico cumple con las condiciones matematicas necesarias
para determinar que el punto de equilibrio tiene estabilidad
asintética global, lo cual ha permitido en primera instancia
desarrollar la simulacién para el robot manipulador de 2gdl.
Evidenciando de manera gréfica, que el control Capacitivo-
hiperbolico es més répido en llegar a la posicién articular
deseada en comparacion con el control PD, por 1.8 segundos de
diferencia, los cuales en la practica pueden implicar mayor
produccion y por ende mayor generacion de ingresos en una
fabrica. Mientras que para el desempefio, se tiene similitud con
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respecto al control PD, existiendo una diferencia de 3.79
centésimas, las cuales pueden marcar la diferencia para
procesos de produccidon con altos estandar \;ie precision.
Finalmente se concluye que el control Capa(;%So—hiperbélico
presenta mayores ventajas a diferencia del control PD, puesto
que, se tienen dos parametros de regulacion que marcan la
diferencia en este tipo de control: a y 8.
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