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RESUMEN. 
En este artículo se lleva a cabo un análisis del comportamiento de 

la respuesta del motor de cd en lazo cerrado, construyendo un 

compensador en adelanto por medio del criterio de estabilidad de 

Bode, por lo que es necesario convertir el modelo matemático a la 

frecuencia. El modelo matemático del motor de cd es su función de 

transferencia, en donde la salida es el desplazamiento angular de la 

flecha y la entrada es el voltaje de alimentación de la máquina. Se 

desea que el compensador en adelanto aporte a la planta un margen 

de fase mayor que 50° pero menor que 60°, por lo que es necesario 

aplicar ciertos pasos metodológicos para lograrlo. Primeramente, 

se analiza el comportamiento de la salida de la planta en lazo 

cerrado, con un controlador proporcional, después se hace el 

análisis con el compensador en adelanto diseñado y por último se 

compara las respuestas. 

 Palabras Clave: Motor de cd, Bode, compensador en adelanto, lazo 

cerrado, función de transferencia.  

 

ABSTRACT. 
In this article an analysis of the response behavior of the cd motor 

in closed loop is carried out, building a compensator in advance by 

means of the Bode stability criterion, so it is necessary to convert 

the mathematical model to the frequency. The mathematical model 

of the cd motor is its transfer function, where the output is the 

angular displacement of the arrow and the input is the machine's 

supply voltage. It is desired that the compensator in advance 

provide the plant with a phase margin greater than 50 ° but less 

than 60 °, so it is necessary to apply certain methodological steps to 

achieve it. Firstly, the behavior of the output of the plant in closed 

loop is analyzed, with a proportional controller, then the analysis is 

made with the compensator in advance designed and finally the 

answers are compared. 

Keywords: CD motor, Bode, compensator in advance, closed loop, 

transfer function. 

 

1. INTRODUCCIÓN 
El Motor de Corriente Directa, comúnmente llamado motor de 

cd, es ampliamente utilizado en la industria, en dispositivos de 

control como drones en el movimiento de las hélices, en el 

arranque de un carro, en aparatos electrodomésticos, en robótica, 

entre otros. 

Por medio del motor de cd se puede controlar la velocidad de una 

banda o de un mecanismo basado en sistema de poleas y 

engranes, pero también se pude controlar la posición de la flecha 

de la máquina con el objetivo de obtener la posición angular de 

un brazo, del movimiento de una banda transportadora, un carro, 

etc., por lo tanto, se ha pretendido diseñar un compensador en 

adelanto en la frecuencia, utilizando el criterio de estabilidad de 

Bode, con el fin de controlar la posición angular del motor de cd. 

El modelo matemático empleado es la función de transferencia 

del motor, en donde la entrada es el voltaje de excitación 𝐸𝑎(𝑠) 

y la salida es el desplazamiento angular 𝜃(𝑠). Este modelo consta 

de tres polos reales, cuyo valor depende de los parámetros de la 

planta, además no tiene ceros finitos, siendo un sistema muy 

estable en lazo abierto, aunque en lazo cerrado, puede ser 

inestable, ya que los polos significativos del sistema cruzan el 

eje imaginario del plano S, por lo que se desea añadir un 

controlador que compense la dinámica del sistema y lo vuelva 

estable para valores de ganancia mayores. 

El compensador en adelanto consta de una ganancia 𝐾𝑐, además 

aporta un polo y un cero a la planta para modificar la dinámica 

del sistema y mejorar la respuesta del mismo Para llevar a cabo 

el diseño del compensador en adelanto primero se analiza el 

margen de fase que aporta al sistema la ganancia del 

compensador, posteriormente se calculan el polo y el cero del 

mismo de tal manera que el margen de fase del sistema sea el 

requerido para mejor comportamiento de la respuesta de la 

planta. 

Se han desarrollado algoritmos de control para controlar la 

posición de la flecha del motor de cd, como por ejemplo se ha 

implementado un control PID sintonizando sus parámetros por 

medio de Ziegler-Nichols [7], por otro lado, se ha buscado 

desarrollar un control estimando el par del motor y aplicando un 

PID difuso [8]. Una de las ventajas de compensador en adelanto 

es que al estar conformado por una planta que aporta un polo y 

un cero a la dinámica del sistema, le permite rapidez en la 

respuesta del mismo con un sobrepico no mayor al 20%, para el 

caso de la planta propuesta en este trabajo. 
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Primeramente, en este artículo, se contempla el modelo 

matemático de la planta [2] y se hace un análisis del sistema en 

lazo cerrado con un controlador proporcional, después, se 

realizan los cálculos para obtener los valores del compensador 

en adelanto [1] y se obtienen las respuestas del sistema, por 

último, en las conclusiones, se analiza el comportamiento del 

motor de cd considerando ambos controladores.  

 

2. COMPENSADOR EN ADELANTO UTILIZANDO EL 
CRITERIO DE ESTABILIDAD DE BODE 
2.1. Función de transferencia del motor de cd. 
El modelo matemático que se considera para diseñar el 

compensador en adelanto es la función de transferencia para el 

motor de corriente directa, en donde se considera como salida el 

desplazamiento de la flecha de la máquina 𝜃(𝑠) y la entrada el 

voltaje de alimentación 𝐸𝑎(𝑠). El modelo se presenta en la 

ecuación 1[2] 

 
𝜃(𝑠)

𝐸𝑎(𝑠)
=

𝐾𝑖

𝐿𝑎𝐽𝑚𝑆3+(𝑅𝑎𝐽𝑚+𝐵𝑚𝐿𝑎)𝑆2+(𝐾𝑏𝐾𝑖+𝑅𝑎𝐵𝑚)𝑠
     (1) 

 

Donde 𝐾𝑏 = 𝐾𝑖 = 0.01𝑁𝑚 𝐴⁄   Constantes de  

                                                      proporcionalidad de  

              la máquina. 

 𝐽𝑚 = 0.01 𝑘𝑔 − 𝑚2  Momento de inercia del 

motor. 

 𝐵𝑚 = 0.1 𝑁𝑚𝑠    Fricción del sistema mecánico. 

 𝑅𝑎 = 1 Ω              Resistencia de armadura. 

 𝐿𝑎 = 0.5 𝐻           Inductancia de armadura. 

 

Considerando los parámetros anteriores para la función de 

transferencia del motor de cd es 

 
𝜃(𝑠)

𝐸𝑎(𝑠)
=

0.01

0.005𝑆3 + 0.06𝑆2 + 0.1001𝑠
 

 
𝜃(𝑠)

𝐸𝑎(𝑠)
=

2

𝑆3 + 12𝑆2 + 20.02𝑠
          (2)    

 

Factorizando la ecuación (2), la función de transferencia queda 

de la forma 

 
𝜃(𝑠)

𝐸𝑎(𝑠)
=

2

𝑠(𝑠 + 2.0025)(𝑠 + 9.9975)
          (3) 

 

Donde 

𝜃(𝑠) es la posición angular de la flecha del motor. 

𝐸𝑎(𝑠) es el voltaje de entrada del motor. 

 

La ecuación (3) tiene 3 polos reales, el primero en cero, el 

segundo en −2.0025 y el tercer polo en −9.9975. 

Aplicando el criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz se 

determina que este sistema retroalimentado posee una ganancia 

crítica 𝐾𝑐𝑟 = 120.12, entonces si el sistema contará con un 

controlador proporcional, el sistema retroalimentado sería 

inestable para una ganancia mayor a 120.12. 

 

 
Figura 1: Motor de cd con lazo de retroalimentación 

 

El Lugar Geométrico de las Raíces del sistema anterior es 

graficado MATLAB® 

La figura 2 muestra el Lugar Geométrico de las raíces del sistema 

controlado solo por una ganancia proporcional. Los polos 

significativos son 𝑆1 = 0 y 𝑆2 = −2.0025, bajo estas 

condiciones se tiene que para valores entre 0 < 𝐾 < 4.5232 los 

polos en lazo cerrado son reales diferentes y la respuesta 

transitoria del sistema, a una referencia escalón, es 

sobreamortiguada 

 

 

 
Figura 2: Gráfica del Lugar Geométrico de las Raíces 

 

La figura 3 muestra la respuesta del motor de cd a una referencia 

escalón unitario con una ganancia 𝐾 = 3. Como se aprecia la 

respuesta transitoria del sistema es sobreamortiguada, además el 

sistema alcanza el valor de la referencia en 14 segundos 

aproximadamente. 

 

 
Figura 3: Respuesta del sistema a una entrada escalón unitario, 

con una ganancia 𝐾 = 3. 
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Para valores de ganancia 4.5232 < 𝐾 < 120.12 los polos 

significativos en lazo cerrado son complejos conjugados y la 

respuesta transitoria del sistema es subamortiguada. 

La figura 4 muestra la respuesta del sistema a una entrada 

escalón unitario, como se puede apreciar para una ganancia igual 

a 50, la respuesta transitoria es subamortiguada. 

 

 
Figura 4: Respuesta del sistema a una entrada escalón unitario 

con 𝐾 = 50. 

 

2.2. Diseño del compensador en adelanto. 
Para el motor de cd, se propone diseñar un compensador en 

adelanto por medio del criterio de estabilidad de Bode, con el fin 

de mejorar el rango de respuesta del sistema manteniendo un 

margen de fase 𝟑𝟎° ≤ 𝑴𝑭 ≤ 𝟔𝟎° [1], esto se debe a que la 

respuesta de la magnitud debe tener la frecuencia de cruce 

cuando tiene una pendiente de -20 dB/década. Cuando la 

frecuencia de cruce se encuentra en una pendiente de -40 

dB/década el margen de fase puede ser muy pequeño o negativo 

(un margen de fase negativo hace inestable al sistema). 

El compensador en adelanto está dado por 

𝑮𝒄(𝑺) = 𝑲𝒄𝜶
𝑻𝒔 + 𝟏

𝜶𝑻𝒔 + 𝟏
= 𝑲𝒄

𝒔 +
𝟏
𝑻

𝒔 +
𝟏
𝜶𝑻

          (𝟒) 

 

Con 

𝟎 < 𝜶 < 𝟏 

En la ecuación (4) 𝑲𝒄 representa la ganancia del compensador, 

𝜶 es la constante de atenuación y 𝑻 es la constante de tiempo del 

compensador en adelanto. 

Para el diseño del compensador se considera que el motor de cd 

tenga una constante de error estático de velocidad 𝑲𝒗 =
𝟒 𝒔𝒆𝒈−𝟏. Considerando la nueva planta 

 

𝑮𝟏(𝒔) =
𝟐𝑲

𝒔(𝒔 + 𝟐. 𝟎𝟎𝟐𝟓)(𝒔 + 𝟗. 𝟗𝟗𝟕𝟓)
          (𝟓) 

 

donde 

𝑲 = 𝑲𝒄𝜶   y   𝑮𝟏(𝒔) = 𝑲𝑮(𝒔) 

 

Se determina el valor de la ganancia 𝑲 como sigue 

 

𝐾𝑣 = lim
𝑠→0

𝑠𝐺1(𝑠) = lim
𝑠→0

𝑠
2𝐾

𝑠(𝑠 + 2.0025)(𝑠 + 9.9975)
 

𝐾 =
(4)(2.0025)(9.9975)

2
 

𝐾 = 40.04 

 

Con esta nueva planta, a la cual se le ha agregado la ganancia 𝐾, 

se determina los factores en la frecuencia con 𝑠 = 𝑗𝜔.  

 

𝐺1(𝑗𝜔) =
4

𝑗𝜔 (𝑗
𝜔

2.0025
+ 1) (𝑗

𝜔
9.9975

+ 1)
          (6) 

 

Para determinar el margen de fase, se iguala la magnitud de la 

planta a cero decibeles, esto es 

 
‖𝐺1(𝑗𝜔)‖ = 0 𝑑𝐵 

 

‖𝐺1(𝑗𝜔)‖ = 20 log10

[
 
 
 

4

𝜔√ 𝜔2

4.01
+ 1√ 𝜔2

99.95
+ 1]

 
 
 

= 0 𝑑𝐵 

 

Realizando los despejes necesarios de la ecuación anterior, se 

obtiene que el valor de la frecuencia en la magnitud cruza los 

cero decibeles, con el objetivo de encontrar el margen de fase 

del sistema 

𝜔𝑐 = 2.4552 𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑔 

 

Donde 𝜔𝑐 es la frecuencia de cruce (en donde la magnitud de la 

gráfica de Bode cruza por cero decibeles) 

Con el valor de esta frecuencia se determina el margen de fase 

 

∠𝐺1(𝑗𝜔𝑐) = tan−1 0

4
− tan−1 2.4552

0
− tan−1 2.4552

2.0025
− tan−1 2.4552

9.9975
  

 

Por lo tanto el valor del ángulo es  

 

∠𝐺1(𝑗𝜔𝑐) = −154.5967° 
 

El margen de fase del nuevo de 𝐺1(𝑗𝜔) está dado por 

 

𝑀.𝐹.= −154.5967° − (−180°) 

 

𝑀.𝐹.= 25.4032°          (7) 

 

Lo anterior se puede apreciar al graficar con MATLAB® 

La figura 5 muestra el margen de fase del sistema con el 

compensador 𝐾, el cual coincide con el valor determinado por 

medio del análisis realizado. 
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Figura 5: Diagrama de Bode de magnitud y fase 

 

Ahora se realiza el cálculo del ángulo de fase máximo con el cual 

será determinado el polo y el cero del compensador 

 

𝜙𝑚 = 𝑀𝐹𝐸𝑠𝑝𝑒𝑟𝑎𝑑𝑜 − 𝑀𝐹𝑂𝑏𝑡𝑒𝑛𝑖𝑑𝑜 + 𝜙𝐴𝑑𝑖𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙  

 

donde 

𝜙𝑚 es el ángulo de fase máximo que aporta el compensador. 

𝑀𝐹𝐸𝑠𝑝𝑒𝑟𝑎𝑑𝑜es el margen de fase que se espera obtener. 

𝑀𝐹𝑂𝑏𝑡𝑒𝑛𝑖𝑑𝑜 es el margen de fase obtenido debido a la ganancia  

                    𝐾 = 𝐾𝑐𝛼 propuesta. 

𝜙𝐴𝑑𝑖𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙  es el ángulo adicional aportado para asegurar alcanzar  

                 el margen de fase esperado. 

Se propone un ángulo adicional de 22° 

 

𝜙𝑚 = 50° − 25.4032° + 22° 
 

= 𝜙𝑚46.59°              (8) 

 

A partir de la ecuación (8) se determina la constante de 

atenuación 𝛼 con la siguiente ecuación 

 

𝛼 =
1 − sin𝜙𝑚

1 + sin𝜙𝑚

          (9) 

 

Sustituyendo los valores de 𝜙𝑚 en la ecuación (9) 

 

𝛼 =
1 − sin 46.59°

1 + sin 46.59°
 

 

𝛼 = 0.1583          (10) 

 

La función de transferencia que contienen al cero y al polo del 

compensador en adelanto es 

 

𝐺𝑐(𝑠) =
𝑠 +

1
𝑇

𝑠 +
1
𝛼𝑇

          (11) 

Haciendo 𝑠 = 𝑗𝜔 se obtienen los factores para la ecuación (11) 

 

𝐺𝑐(𝑗𝜔) =
𝑗𝜔 +

1
𝑇

𝑗𝜔 +
1
𝛼𝑇

=

1
𝑇

(𝑗𝜔𝑇 + 1)

1
𝛼𝑇

(𝑗𝜔𝛼𝑇 + 1)
= 𝛼

𝑗𝜔𝑇 + 1

𝑗𝜔𝛼𝑇 + 1
 

 

Se tiene la nueva frecuencia de cruce de ganancia establecida por 

 

𝜔𝑚 =
1

√𝛼𝑇
          (12) 

 

Evaluando la magnitud de 𝐺𝑐(𝑗𝜔) en el valor de 𝜔𝑚 

 
‖𝐺𝑐(𝑗𝜔𝑚)‖ = 10 log10(𝛼)          (13) 

 

Sustituyendo el valor de la constante de atenuación en la 

ecuación (12) 

 
‖𝐺𝑐(𝑗𝜔𝑚)‖ = 10 log10(0.1583) = −8 𝑑𝐵 

 

Igualando la magnitud anterior en la siguiente ecuación 

 

‖𝐺1(𝑗𝜔)‖ = 20 log10

[
 
 
 

4

𝜔√ 𝜔2

4.01
+ 1√ 𝜔2

99.95
+ 1]

 
 
 

= −8 𝑑𝐵 

 

Realizando los despejes necesarios se obtiene el valor de la 

nueva frecuencia de cruce 

 

𝜔𝑚 = 4.0908 𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑔 

 

Calculando el valor de la fase para la nueva frecuencia de cruce 

 

∠𝐺1(𝑗𝜔𝑚) = tan−1 0

4
− tan−1 𝜔𝑚

0
− tan−1 𝜔𝑚

2.0025
− tan−1 𝜔𝑚

9.9975
  

 

El valor del ángulo es 

 

∠𝐺1(𝑗𝜔𝑚) = −176.1711°          (14) 

 

El ángulo de caída está dado por 

 

𝜙𝐶𝑎í𝑑𝑎 = ∠𝐺1(𝑗𝜔𝑐) − ∠𝐺1(𝑗𝜔𝑚) 

 

𝜙𝐶𝑎í𝑑𝑎 = −154.5967° − (−176.1711°) = 21.57° 
 

Para obtener el margen de fase requerido para el sistema 

(𝑀𝐹𝐸𝑠𝑝𝑒𝑟𝑎𝑑𝑜 ≥ 50°) el ángulo de caída debe ser menor o igual al 

ángulo adicional, esto es 

 

𝜙𝐴𝑑𝑖𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 ≥ 𝜙𝐶𝑎í𝑑𝑎 

 

22° ≥ 21.57° 
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Por lo tanto, el ángulo adicional seleccionado es el correcto. 

A partir de la ecuación 12, se obtiene el valor del polo del 

compensador en la ecuación (11) 

 
1

𝑇
= √𝛼𝜔𝑚 = √0.1583(4.0906) 

 
1

𝑇
= 1.6276          (15) 

 

De la ecuación (15) se puede deducir el valor del cero del 

compensador en adelanto 

 
1

𝛼𝑇
= 10.2817          (16) 

 

Se tiene que 𝐾 = 𝐾𝑐𝛼, al despejar se obtiene 

 

𝐾𝑐 =
𝐾

𝛼
=

40.04

0.1583
 

 

𝐾𝑐 = 252.9374 

 

Por lo tanto, el compensador queda de la forma 

 

𝐺𝑐(𝑠) = 252.9374
𝑠 + 1.6276

𝑠 + 10.2817
 

 

El diagrama de bloques del sistema compensado queda de la 

siguiente manera 

 

 
Figura 6: Diagrama de bloques del sistema compensado 

  

A partir de los factores en la frecuencia del sistema compensado 

se resuelve que 

 

𝐺𝑐𝑝(𝑠) = 253 (
𝑠 + 1.62

𝑠 + 10.28
) (

2

𝑠(𝑠 + 2.0025)(𝑠 + 9.9975)
) 

 

𝐺𝑐𝑝(𝑗𝜔) = 3.98
𝑗

𝜔

1.62
+1

𝑗𝜔(𝑗
𝜔

10.28
+1)(𝑗

𝜔

2.0025
+1)(𝑗

𝜔

9.9975
+1)

  

 

Para calcular el margen de fase del sistema compensado y 

evaluando en la nueva frecuencia de cruce 𝜔𝑚 

 

∠𝐺𝑐𝑝(𝑗𝜔𝑚) = tan−1 0

4
+ tan−1 𝜔𝑚

1.62
− tan−1 𝜔𝑚

0
 −

                         tan−1 𝜔𝑚

10.68
− tan−1 𝜔𝑚

2.0025
− tan−1 𝜔𝑚

9.9975
  

 

∠𝐺𝑐𝑝(𝑗𝜔𝑚) = −129.5634° 

 

Por lo tanto, el margen de fase es 
 

𝑀𝐹 = −129.5634° − (−180°) 

 

𝑀𝐹 = 50.43° 
 

El valor anterior es el margen de fase requerido para que el 

sistema funcione de manera óptima. 

La gráfica de Bode obtenida por medio de MATLAB® corrobora 

el margen de fase obtenido 

 

 
Figura 7: Diagrama de Bode del motor de cd con compensador 

en adelanto, que muestra el margen de fase requerido. 

 

2.3. Resultados. 
Al agregar el compensador en adelanto, calculado en este 

trabajo, al motor de cd establecido, la respuesta a una referencia 

escalón unitario muestra en la figura 8 el desplazamiento del 

motor de cd 𝜽(𝒕). 

 

 

 
Figura 8: Respuesta del motor de cd con compensador en 

adelanto a una entrada escalón unitario 
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Como se puede observar en la figura 9, la respuesta alcanza la 

respuesta en estado estacionario en menos de 2 segundos, 

alcanzando un pico máximo menor a 1.2. 

 

 
Figura 9: Gráfica de la respuesta del sistema al momento de 

cambiar la referencia del sistema compensado 

 

La figura 9 muestra como la salida del motor de cd tiene una 

respuesta rápida (menor a 2 segundos) en la medida que varía la 

referencia del sistema, esto es, la salida sigue a la referencia. 

Por otro lado, el lugar geométrico de las raíces se modifica, 

obteniéndose una ganancia crítica de 1,124.5293. 

La figura 10 muestra el lugar geométrico de las raíces del sistema 

del motor de cd con compensador en adelanto, como se puede 

apreciar el sistema cuenta con 1 cero y 4 polos, además amplía 

la ganancia crítica a 1,124.5293. 

 

 

 
Figura 10: Lugar geométrico de las raíces del sistema 

compensado 

 

 

CONCLUSIONES. 

• Motor de cd con controlador proporcional. 
El motor de cd controlado con un controlador proporcional 

alcanzaba el estado estacionario en un tiempo de 10 segundos 

aproximadamente, al momento de considerar una ganancia de 

50, pero esto ocasionaba una oscilación máxima en la respuesta 

transitoria mayor al 50% de la referencia. Si la ganancia 

seleccionada es menor a 50, las oscilaciones también son 

menores pero la respuesta transitoria es de mayor tiempo. 

Al aplicar el criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz se obtuvo 

una ganancia crítica de 120.12, lo que significa que para 

ganancias mayores a esa cantidad el sistema se vuelve inestable. 

 

• Motor de cd con compensador en adelanto. 
Al añadir el compensador en adelanto al sistema retroalimentado 

del motor de cd se mejora por mucho la respuesta a una 

referencia constante (escalón). Al introducir una entrada escalón 

unitario, la respuesta del motor de cd alcanza dicha referencia en 

menos de 2 segundos, produciendo una oscilación menor al 20% 

por encima del valor de la entrada. Además, el lugar geométrico 

de las raíces se ve modificado debido a la acción del 

compensador, logrando con esto una ganancia crítica de 

1,124.5293. 
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